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LEin etwas vorschnippischer Philosoph, ich glaube Hamlet Prinz
von Ddnemark, hat gesagt, es gebe eine Menge Dinge im Himmel
und auf der Erde, wovon nichts in unseren Kompendien stehe. Hat
der einfdltige Mensch, der bekanntlich nicht recht bei Trost war, da-
mit auf unsere Kompendien der Physik gestichelt, so kann man ihm
getrost antworten: gut, aber dafiir stehen auch wieder eine Menge
Dinge in unseren Kompendien, wovon weder im Himmel noch auf
der Erde etwas vorkommt.“

Georg Christoph Lichtenberg






Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird die optimierte J-Entwicklung, eine Kombination aus Varia-
tions- und Stoérungsrechnungsmethoden, auf die skalare Feldtheorie und die
Quantenelektrodynamik angewandt. Die Wirkung wird in einen freien und einen
Wechselwirkungsteil aufgespalten, wobei ein Parameter § eingefithrt wird, der
zwischen einer freien Theorie (§ = 0) und der exakten Wirkung (6 = 1) in-
terpoliert. Aulerdem werden in den freien Teil ein bzw. zwei Formfaktoren fiir
die Propagatoren eingefiihrt. Es wird nach § entwickelt, dann wird § = 1 ge-
setzt, und anschlieBend wird mittels zweier Methoden versucht, ein optimales
Ergebnis fiir die Formfaktoren zu finden: PMS (Principle of Minimal Sensi-
tivity): die Ergebnisse sollen moglichst wenig vom Formfaktor abhéngen; und
FAC (Fastest Apparent Convergence): die Ergebnisse sollen sich nicht dndern,
wenn man zu héheren Ordnungen in der Stérungsreihe iibergeht. Diese Vorge-
hensweise wird bei beiden Theorien sowohl auf die renormierten Propagatoren
als auch auf die Betafunktion und die anomalen Dimensionen angewandt. Da-
bei treten allerdings Probleme auf: Man muf} eine sehr spezielle Aufspaltung
der Wirkung wéhlen, um die renormierten Propagatoren endlich zu machen;
dies gelingt allerdings nur in der skalaren Theorie. Bei einigen der berechne-
ten Grossen kann PMS nicht angewandt werden, da diese nur linear von dem
Formfaktor abhéngt; bei anderen liefert es unphysikalische Ergebnisse. Dagegen
konnte FAC in héheren Ordnungen interessante Resultate ergeben.

Abstract

Optimized é-expansion in scalar field theory and quantum electrodynamics with
non-local interpolating action: In this work, the optimized d-expansion, a com-
bination of variational and pertubative methods, is applied to the scalar field
theory and quantum electrodynamics. The action is split into a free and an
interacting part, introducing a parameter ¢ which interpolates between a free
theory (0 = 0) and the exact action (6 = 1) . Additionally, one respectively two
form factors for the propagators are introduced in the free part. An expansion in
0 is made, ¢ is set to 1, and then one tries to find an optimal result for the form
factors by applying two methods: PMS (principle of minimal sensitivity): the
results should depend as little as possible on the form factor; and FAC (fastest
apparent convergence): the results shouldn’t change when one goes to higher
orders in the pertubation series. These methods are applied to the renormalized
propagators and to the beta function and the anomalous dimensions in both
cases. But problems appear in the calculations: To get finite renormalized pro-
pagators, one has to choose a very special splitting of the action; but this works
only in the scalar theory. One cannot apply PMS in some cases because the
results depend only linearly on the form factor; in some other cases, it produces
unphysical results. In contrast, FAC could provide interesting results in higher
orders.
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Kapitel 1

Einleitung

In vielen Bereichen der Physik treten Storungsreihen auf, die nur asymptoti-
sche Reihen sind, statt gegen das tatséchliche Ergebnis zu konvergieren, oder die
gar divergieren. Fin Beispiel aus der Quantenmechanik sind die Energieniveaus
des anharmonischen Ostzillators, in der Quantenfeldtheorie hat man bei nahezu
jeder Storungsreihe dieses Problem. Ein Losungsansatz sind Resummationsver-
fahren, um die Reihe konvergent zu machen; eine andere Moglichkeit ist es,
nach einem anderen Parameter als dem zunéchst offensichtlichen zu entwickeln
(beim anharmonischen Oszillator: Gréfie des Storterms; in der Quantenfeld-
theorie: Kopplungskonstanten).

Hier setzt die optimierte §-Entwicklung an; sie ist eine Kombination aus
Storungs- und Variationsrechnung. Ausgangspunkt ist das Wirkungsfunktional
(manchmal auch der Hamiltonoperator): Man spaltet es auf in einen “freien”
Teil, der im Pfadintegral-Formalismus ausintegriert werden kann, und in einen
“Wechselwirkungs”-Teil mit einem kiinstlich eingefiihrten Parameter ¢, der an-
schliefend als Entwicklungsparameter fiir eine Stérungsreihe dient. Die Aufspal-
tung wird so vorgenommen, dafl man fiir § = 0 den freien Teil der Wirkung und
fiir 6 = 1 die urspriingliche Wirkung erhélt; mittels des Parameters § wird also
zwischen einer freien und der eigentlich interessierenden Wirkung interpoliert.
Beliebige interessierende Grofien kénnen nun ndherungsweise berechnet werden,
indem man bis zur gewiinschten Ordnung nach ¢ entwickelt und anschlieend
0 =1 setzt.

Um sicherzustellen, daf3 das Nédherungsergebnis dieser Ordnung moglichst
gut mit dem tatsdchlichen Ergebnis iibereinstimmt, werden Methoden der Va-
riationsrechnung benutzt. Hierfiir fiihrt man in der Wirkung noch zusétzliche
Parameter \; ein, die sich allerdings fiir § = 1 wieder herauskiirzen miissen.
Diese Parameter kann man nun zur Optimierung des Ergebnisses benutzen.

Im wesentlichen existieren zwei verschiedene Verfahren zur Wahl der “opti-
malen” Ergebnisse: eine Moglichkeit besteht darin, zu verlangen, daf sich das
Ergebnis nicht &ndert, wenn man auch noch héhere Ordnungen in der Stérungs-
reihe beriicksichtigt. Man stellt also die Forderung, daf3 die Ergebnisse in Ord-
nung n und in Ordnung n+1 iibereinstimmen sollen und erhélt daraus dann die
“optimalen” Werte fiir die Parameter A;. Diese Methode heifit Fastest Apparent
Convergence (FAC).
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Andererseits kann man aber auch fordern, daf§ das Ergebnis moglichst wenig
von der Wahl der Parameter abhingt. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn alle
Ableitungen der interessierenden Grofle nach den Parametern verschwinden.
Dies nennt man das Principle of Minimal Sensitivity (PMS).

Bei beiden Methoden ergeben sich die Parameter A; als nichtlineare Funk-
tionen der Kopplungskonstante — auf diese Weise bekommt man dann also ein
nicht-perturbatives Ergebnis. Im allgemeinen wird man in Abhéngigkeit von
der betrachteten Grofle und der benutzten Ordnung der Stérungstheorie aber
jeweils unterschiedliche Werte fiir die Parameter erhalten.

Im folgenden sollen diese Methoden am Beispiel des anharmonischen Oszil-
lators ([1],[2]) kurz dargestellt werden. Der Hamiltonoperator ist:

1 1
H = §(p2+m2x2)+zgx4 (1.1)

Die iibliche Stérungsreihe in g divergiert. Als Alternative wurde in [1] folgender

Ansatz gemacht:
9\ 2
i (az2 + ?ﬂ) }

(1.2)
Der freie Teil des Hamiltonoperators ist dann gerade ein quadrierter harmo-
nischer Oszillator mit dem kiinstlich eingefiithrten Frequenzparameter (2, der
Wechselwirkungsteil hat als “Kopplungskonstante” den kiinstlichen Parame-
ter ¢, nach dem im folgenden entwickelt wird. Fiir § = 1 erhilt man wieder
den urspriinglichen Hamiltonoperator. In der urspriinglichen Arbeit wurde der
Parameter § nicht verwendet bzw. von vornherein mit 6 = 1 gerechnet; sei-
ne Verwendung macht die Storungsrechnung aber transparenter — man sieht
immer sofort, bis zu welcher Ordnung entwickelt wird.
Die Grundzustandsenergie ergibt sich dann (mit dem dimensionslosen Pa-

rameter Z := Q3/g) zu:
1/3 1\2 1 1
_ 9 z ) Al B v 3
EO—Zz/S{K2>1+5[4Z 16} ) }+O(6)
(1.3)

Um Z und damit € festzulegen, setze zunéichst 6 = 1 und wende dann FAC
oder PMS an. Bei ersterem fordere, dafl die Korrekturen zur nullten Ordnung
verschwinden; dies fithrt auf Z = 0.25 bei Einbeziehung der ersten Ordnung
oder auf Z = 0.374, wenn man auch die zweite Ordnung dazunimmt. Man erhélt
dann Ey = 0.630¢'/3 bzw. Ey = 0.481¢/3. Bei PMS dagegen fordere, daB die
Abhéngigkeit von Ey von Z so “flach” wie moglich ist, d.h., dafl die Ableitung
nach Z verschwinden soll. Dies ergibt Z = 1.5 in erster Ordnung und in der
zweiten Ordnung die beiden Losungen Z = 1.3719 und Z = 2.3781; zwischen
diesen beiden Punkten &ndert sich die Energie nur um etwa 0.2 Prozent. Die
Energien sind dann Fy = 0.429¢"/3 bzw. Ey = 0.4264"/3.

Zum Vergleich: Die exakte Grundzustandsenergie ergibt sich numerisch zu
Ey/g'/3 ~ 0.420805. PMS liefert also hier weit bessere Resultate als FAC.

9\ 2
9,2, P Lo 9 2,2y, 9
H=Hy+0H; = (a: + ~2) +5{2(p +mz7) +

(z-3)2 3
%2 * 510




Beide Optimierungsmethoden sind schon relativ alt und wurden bereits vor
der optimierten d-Entwicklung eingefithrt. FAC wurde das erste Mal 1980 in [1]
von I. G. Halliday und P. Suranyi fiir den anharmonischen Oszillator verwen-
det, PMS 1981 in [2] von P. M. Stevenson; die beiden Bezeichnungen wurden
in zweiterem geprégt. In [1] wurde ein kiinstlicher Frequenzparameter eingefiigt
und ein “optimaler” Wert fiir ihn ermittelt (s. obiges Beispiel), in [2] wurde
die Abhéngigkeit physikalischer Groflen vom Renormalisierungsschema ausge-
nutzt und mittels der freien Parameter die Gréflen optimiert. In der Folgezeit
wurde PMS auch auf die ¢*-Theorie angewendet, wobei eine effektive Masse
als Variationsparameter benutzt wurde; dies wird auch als “Gaussian effective
potential” bezeichnet ([3]).

Die §-Entwicklung wurde dann 1988 von C. M. Bender et al. ([4]) eingefiihrt
und auf die @2(1+‘5)—Theorie angewendet, vorldufig noch ohne zusétzliche Para-
meter zur Optimierung. Im Gegensatz zur heutigen Verfahrensweise hatte man
dort also eine nichtlineare Interpolation. In [5] wurde PMS auf dieses Modell
angewandt. Die heute gebréuchlichste Form der optimierten J-Entwicklung, in
der mittels des Parameters § linear interpoliert wird, wurde in [6] erstmals fiir
das Gross-Neveu-Modell und auf Eichtheorien auf dem Gitter benutzt; als Op-
timierungskriterium wurde dort ein gréfitmoglicher Konvergenzradius fiir die
Storungsreihe in § benutzt. Einen Review zu diesen Entwicklungen findet man
in [7].

Anwendungen in der Quantenfeldtheorie waren seitdem vor allem das schon
genannte “Gaussian effective potential” (fiir neuere Referenzen hierzu siehe
[10]). Eine andere Moglichkeit findet man in [8]: die gesamte Lagrangefunktion
wurde mit einer Konstanten multipliziert und diese Konstante dann optimiert.
Das Verfahren wurde auf die ¢*-Theorie, die Quantenelektrodynamik und die
Yang-Mills-Theorie angewandt; bei der Renormierung kiirzte sich die Konstante
heraus, es ergaben sich aber interessante Zusammenhénge zwischen den renor-
mierten und nackten Kopplungskonstanten.

Ein Beweis, dal die optimierte J-Entwicklung tatséchlich konvergiert und
verniinftige Ergebnisse liefert, wurde in [9] fiir den Fall des anharmonischen
Ostzillators ausgefiihrt. Dort wurde auch gesagt, dal das benutzte Interpolati-
onsschema fiir Anwendungen in der Quantenfeldtheorie nur von beschrinktem
Nutzen ist und dafl man dafiir eine bessere Interpolation finden sollte. Dies fiihr-
te zu dem Ansatz, den freien Anteil der Wirkung in der allgemeinst moglichen
Form zu schreiben — ein nichtlokaler quadratischer Term mit einem beliebi-
gen Formfaktor. Statt einer Anzahl von Parametern wird also eine Funktion
zur Optimierung verwendet; PMS fithrt damit auf Funktionalableitungen. Die-
ser Ansatz wurde in [10] von D. Gromes auf die Quantenchromodynamik ohne
Quarks angewandt:

Durch das Einfiigen eines Formfaktors K(x — y) wird die Wirkung nicht-
lokal; um Eichinvarianz zu gewéhrleisten, mufl dann zusétzlich noch ein pfad-
geordneter Exponentialfaktor eingefithrt werden. Dessen Entwicklung nach §
ergibt dann zusétzliche Stringterme in der Wirkung. Im folgenden wurde dann
die Vakuumpolarisation fiir die Gluonen, die Selbstenergie der Geister und der
Gluon-Geist-Vertex bis zur Ordnung 62 bzw. 6% berechnet. Die Renormierung
der Propagatoren schien allerdings nicht machbar — fiir eine beliebige Funkti-
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on sind die renormierten Gréflen nicht notwendigerweise endlich. Dies resultiert
letztlich daraus, dal die Wirkung nicht renormierbar ist, wenn man § als Kopp-
lungskonstante auffafit.

Um die Probleme mit den Divergenzen zu vermeiden, wurden die Betafunk-
tion und die anomalen Dimensionen berechnet. Hier tauchten aber Probleme bei
der Optimierung auf: FAC kann in dieser Ordnung nicht angewendet werden, da
es die niedrigste nichttriviale Ordnung ist. PMS gibt fiir v4,s keine Losung,
da in diesem der Formfaktor nur linear auftritt, fiir vyu0n, und B ergibt sich
zwar eine Losung, allerdings nicht die der normalen Stérungstheorie niedrigster
Ordnung K(x —y) = d(x —y). AuBerdem sind die Losungen in dieser Ordnung
unabhéingig von der Kopplungskonstante g, so dal man auch im Limes kleiner
Kopplungskonstante nicht das erwartete Ergebnis der iiblichen Stérungstheorie
erhalt.

Es ist bekannt, da3 die niedrigste nichttriviale Ordnung i.a. kein verniinfti-
ges Extremum liefert. Also wurden die Effekte der néchsthoheren Ordnung in §
(aber nicht die Zwei-Loop-Beitrige, die erst bei der néchsthéheren Ordnung in
g auftauchen wiirden) zusétzlich beriicksichtigt. FAC fithrt dann auf das erwar-
tete Ergebnis der iiblichen Stérungstheorie, die Einbeziehung der Zwei-Loop-
Beitrage wiirde also ein nichttriviales nicht-perturbatives Ergebnis bringen, das
im Limes kleiner Kopplungskonstante gegen das der iiblichen Stérungstheorie
geht. PMS gibt allerdings immer noch kein verniinftiges Ergebnis: vgp,0s¢ ist nun
vom Formfaktor unabhéngig, so dafl man dort iiberhaupt keine Losung erhilt,
bei Vgiuon und S stéren immer noch lineare Beitrége. Im folgenden wurde dann
noch ausgefiihrt, dafl das Versagen von PMS fiir kleines ¢ in jeder Ordnung in
0 auftritt — PMS ist hier also anscheinend iiberhaupt nicht anwendbar !

Obwohl die gesamte Rechnung ohne Quarks durchgefiihrt wurde, waren
die einzelnen Rechenschritte teilweise sehr aufwendig — beispielsweise mufiten
schon in dieser niedrigen Ordnung 28 Feynmandiagramme berechnet werden.
Dies resultiert letztlich daraus, da die Quantenchromodynamik eine nichta-
belsche Eichtheorie, also eine relativ komplizierte Quantenfeldtheorie ist. Der
Gedanke liegt also nahe, dieselben Rechnungen an einfacheren Quantenfeldtheo-
rien auszuprobieren und so vielleicht Einsicht in den Ursprung der erwdhnten
Probleme und mogliche Losungen zu erhalten. In der vorliegenden Arbeit wird
dies durchgefiihrt:

Zunéchst (Kap. 2) wird die skalare Feldtheorie betrachtet, am Anfang allge-
mein (Abschnitte 2.1 bis 2.3) und schlieBlich konkret die @3-Theorie (Abschn.
2.4) in sechs Dimensionen (dort ist sie gerade noch renormierbar). Dies ist
zwar eine unphysikalische Theorie, da der Hamiltonoperator nach unten unbe-
schrankt ist, doch sie eignet sich gut als einfaches Spielmodell, um die Metho-
den auszuprobieren. Es stellt sich heraus, daf in diesem Fall der Propagator
renormiert werden kann, wenn man die Kopplungskonstante von vornherein
mit einem Faktor modifiziert, der von dem Impuls abhéngt, bei dem man op-
timieren will (Abschn. 2.2). Eine Anwendung von PMS auf den renormierten
Propagator schliagt fehl, es gibt keine Losung; FAC fiihrt auf eine Integralglei-
chung vom Schwinger-Dyson-Typ (Abschn. 2.3). Diese Integralgleichung wird



iterativ numerisch geldst; man erhélt dann ein nicht-perturbatives Ergebnis fiir
den Propagator, das sich geringfiigig vom Ergebnis der iiblichen Stérungstheo-
rie unterscheidet (Abschn. 2.4). Zum Abschlufl wird auch noch die Anwendung
auf die Betafunktion und die anomale Dimension untersucht.

Um einen besseren Vergleich mit der Quantenchromodynamik zu ermdogli-
chen, ist es aber sinnvoller, eine Eichtheorie zu untersuchen. Dies geschieht in
Kap. 3; dort wird die Quantenelektrodynamik betrachtet. Allerdings miissen
hier die Fermionen (hier: Elektronen) natiirlich mit behandelt werden, da im
Gegensatz zur Quantenchromodynamik keine Selbstkopplung der Eichbosonen
(hier: Photonen) existiert und die Theorie ohne Fermionen trivial wére. Da-
durch werden die Rechnungen doch deutlich anders als in der reinen Yang-
Mills-Theorie: Man hat nun zwei Formfaktoren, jeweils einen fiir die Elektro-
nen und fiir die Photonen. Wie in der Yang-Mills-Theorie benotigt man wie-
der einen zusétzlichen Exponentialfaktor, um Eichinvarianz zu gewéhrleisten.
Dessen Entwicklung ergibt wiederum zusétzliche Stringterme (Abschn. 3.1).
Es wird dann die Vakuumpolarisation berechnet und deren Transversalitit ge-
zeigt (Abschn. 3.2); weiterhin wird die Selbstenergie der Elektronen berechnet
(Abschn. 3.3). Nach der Renormierung der Ladung und der Uberpriifung der
Ward-Identitét (Abschn. 3.4) wird dann gezeigt, wie man (mittels einer Mo-
difizierung der Kopplungskonstanten &quivalent zum Vorgehen in der skalaren
Theorie) die renormierten Grofien auf die iibliche Form bringen kann (Abschn.
3.5). Im folgenden wird dann untersucht, welche Ergebnisse die Anwendung von
FAC und PMS auf die renormierten Propagatoren liefert. Es stellt sich jedoch
heraus, dafl auch hier, wie in der Quantenchromodynamik, die renormierten
GroBen nicht endlich sind (Abschn. 3.6). Um diese Probleme zu vermeiden,
werden wiederum die Betafunktion und die anomalen Dimensionen berechnet
(Abschn. 3.8); zuvor bendtigt man allerdings noch den Elektron-Photon-Vertex
bis zur Ordnung 6% (Abschn. 3.7). Auch hier treten viele Feynmandiagram-
me auf; die meisten davon heben sich allerdings gegenseitig weg oder tragen
zumindest zu den Renormierungskonstanten nicht bei.






Kapitel 2

Skalares Feld

2.1 Allgemeines

Fiir ein skalares Feld mit Selbstwechselwirkung hat man die folgende Wirkung:
s=- [ |3e@@+ M)o(e) + B ()] o (21)
Schreibe sie nun in folgender Weise um:
S =50+9Sr (2.2)
mit
So = ;//sO(SE)F(SU — y)p(y)drdy (2.3)
S1 = =30 [ [ o) [5e = 9O+ M) + P — )] ely)dsdy
50 (M2 = 22(e) 6 (M) - 13)] [ Py

B o)+ 02 (1= ¢ ?)] [ ¢ @i (2:4)
Hier ist § unser Entwicklungsparameter; die freie Lagrangefunktion ist in der all-
gemeinsten Lorentz-invarianten Form gewihlt, indem ein Formfaktor F(z — y)
eingefithrt wurde. Zusétzlich wird die Kopplung durch eine impulsabhéngige
Funktion ¢ modifiziert (wobei ¢ der Impuls ist, fiir den spéter der Propaga-
tor optimiert werden soll), und ein Massen-Counterterm wird eingefiihrt, wobei
ebenfalls eine mégliche Abhiingigkeit von ¢? beriicksichtigt wird. Diese im Mo-
ment noch beliebig wéhlbaren Funktionen werden im Laufe der Renormierung
bendétigt, damit der Propagator endlich wird.

Aus dieser Wirkung erhilt man dann den nackten Propagator D(¢?) als das
Inverse der Fouriertransformierten des Formfaktors:

1
D(¢?) = =——.
F(q®)
Da die Massenrenormierung mit dem obigen Counterterm gleich explizit durch-
gefithrt werden soll, kann man verlangen, dafl dieser Propagator seinen Pol bei

(2.5)
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Abbildung 2.1: Einteilchen-irreduzible Anteile im Propagator

der physikalischen Masse M hat:

#(¢%)
D() = — 2.
(@) = (26)
mit 2(M?) # 0.

Die Feynmanregeln #ndern sich wie folgt: Der iibliche nackte Propaga-

tor wird mit einem Faktor z(g?) multipliziert, die Masseneinfiigung X wird
62 (M? — M?(¢%)) + 63(M?(¢*) — M@), der Dreiervertex bekommt einen Faktor

6¢(q%) V2 4+63(1—-¢(¢>)~1/?), und man hat einen zusiitzlichen Zweiervertex @
aus dem ersten Integral in Sy. Die Potenzen von ¢ in Sy sind gerade so gewéhlt,
daB man die ersten Korrekturen zum nackten Propagator in der Ordnung 62
erhilt, in Ubereinstimmung mit der {iblichen Stérungstheorie, in der man die
ersten nichttrivialen Korrekturen in Ordnung g2 erhilt.

Die Einteilchen-irreduziblen Anteile zur Selbstenergie (Abb.2.1) bis zur Ord-
nung 62 ergeben:

tao2 ) (M - ME()| = 8@ 27)

¢(a?)
Man erhilt sie mittels der Standardmethoden des Pfadintegral-Formalismus:
Aus dem erzeugenden Funktional fiir zusammenhéngende Graphen ergeben sich
die Graphen, die zum vollen Propagator A(q?) = 1/(¢?> — M? — §2%(¢?)) beitra-
gen, und daraus dann die irreduziblen Anteile. Die Rechnungen funktionieren
genauso wie in der iiblichen Storungstheorie, nur dafl nun nach ¢ statt nach gg
entwickelt wird.

Die ersten beiden Summanden stammen aus dem ersten Integral in S7. Bei
der Selbstenergie X, die fiir r = 3 oder » = 4 nur einen Graphen mit r—1 inneren
Linien enthilt (Tadpoles werden durch Massenrenormierung absorbiert), wurde
ein Faktor 62aq/¢(q?) abgespalten, wobei

1
52 | (—a? + M?) +

2
_ 90
@0 = 2(4r)d/2 N d2-r)+2r (2.8)

fiir jede beliebige Raumzeit-Dimension d dimensionslos ist.

Die Massenrenormierung kann nun sofort durchgefiithrt werden, indem man
verlangt, dafi der Counterterm M? — M?(q?) identisch mit apX(M?)/¢(q?)
ist. Naheliegender wiire natiirlich die schwichere Forderung M? — MZ(M?) =
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oS (M?)/¢(g?); es stellt sich aber heraus, da8 dies im Laufe der Renormierung
auf das unsinnige Ergebnis 2/(¢?) = const. fithren wiirde.

Man erhilt dann den Propagator zur Ordnung 6% durch das iibliche Auf-
summieren der geometrischen Reihe als

Alg®) = D(¢) [1+8S(g*)D(¢?) +6*S(¢*) D) S(A) D) + ]
_ 2(q%)
(1= 62(1 = 2(?)))(® — M2+ ie) — 0200[S(q?) — B(M2)| 2]
(2.9)
6=1 1
= (2.10)

¢* — M? +ie — ao[3(g?) — B(M?)]/¢(q?)

Im folgenden wird angenommen, dafl die Losung die richtigen analytischen
Eigenschaften haben wird. Schreibe deshalb fiir z(¢?) die bei der physikalischen
Masse einfach subtrahierte Dispersionsrelation

% 2) dm?2
2) = 2(M?) |1+ (¢* — M? /p(m) 2.11
Aat) = 200 |1 (- a2y [ LU (211)
4M?2
Mit p(m?) = §(m? — M?) + p(m?) ist dann der nackte Propagator
T a(m2)dm?2
D(¢?) = 2(M? /p(’"). 2.12
(¢°) = 2(M7) 2 _m2 + e (2.12)

q
0

Man erhilt also eine Kéllen-Lehmann-Darstellung des Propagators. Ein be-
liebiger Feynman-Graph kann nun berechnet werden, indem man jeden vorkom-
menden Propagator k fiir eine beliebige Masse my, hinschreibt, mit z(M?)p(m3)
multipliziert und zum Schluf iiber alle m% integriert.

Nun koénnte man auf den obigen Propagator (2.10) FAC oder PMS anwen-
den. Letztendlich sind aber die physikalisch interessanten Grofien die renormier-
ten; man berechnet also zunichst den renormierten Propagator.

2.2 Renormierung des Propagators

Die Massenrenormierung wurde bereits durch den Counterterm durchgefiihrt, es

gilt also AL (M?) = 0. Nun muf noch die Wellenfunktion renormiert werden.

Dazu stellt man wie iiblich die Forderung;:

A (¢?)

TEN

=1. 2.13
6q2 ?=M? ( )

Dies fithrt beim nackten Propagator auf

_ 2(q%)/2(M?)

Dyen(q®) = : 2.14
ren(q”) 2 — M2+ e ( )



12 KAPITEL 2. SKALARES FELD

Die Normierung von z(g?) kiirzt sich hier also heraus; im folgenden arbeite
daher mit
2(M?) = 1. (2.15)

Fiir den vollen Propagator erhilt man bis zur Ordnung §2:

D(¢?)

2\ _ =1 A( 2\ _
Brenld) = 2780 = 100 (@) - Paw@D@ K@ &
mit X 2)
q ’
und der Renormierungskonstanten
Z =1+ 82X (M?)/¢(M?). (2.18)

Im Ausdruck fiir o(¢?) kiirzt sich die Normierung von ¢(¢?) heraus; benutze im
folgenden daher ¢(M?) = 1.

Da der Propagator nun renormiert ist, sollte o(¢?) endlich sein. Da o(M?) =
0, geniigt es zu zeigen, dafl die Ableitung von o {iberall endlich ist.

o) = T(g?) - T («f—M?)ﬁ,ﬁZi;)

2 /
= () - ) - Y0 (((f - M?)%i) - 1) (219)
=z\q
Wird die Raumzeit-Dimension d so gewéhlt, dafl die ibliche ¢"-Theorie renor-
mierbar (aber noch nicht superrenormierbar) ist (d = 2r/(r — 2)), dann ist
¥"(g*) endlich, also auch ¥'(¢?) — ¥/(M?). Da dann aber ¥'(M?) logarithmisch
divergiert, muf} gelten:

<(q2_M2)282) _1 (2.20)
also
((¢%) = 2(¢%). (2.21)
und damit
o(¢®) = X(¢*) - T(M?) - (¢" — M*)¥(M?) (2:22)
Aren(q?) = (@) (2.23)

1—0%(1 — 2(¢?)) — 620 (q?)/(¢> — M?)’

Nun ist noch die Renormierung der Kopplungskonstante durchzufiihren.
Bis zur Ordnung 62 ist nur der Dreiervertex mit der nackten Kopplung zu
beriicksichtigen. Man hat also dann

g = 2% (5¢(¢*) 72+ 831 = ¢(eA)7)
_ ig(q)z +0(5%)
2(¢%). (2.24)

:

(52050 =

Q
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(In den folgenden Rechnungen mufl immer beachtet werden, daff o von der
Ordnung 62 ist !)

Der renormierte Propagator, ausgedriickt in renormierten Gréflen, ist also
_ D(
T 10—

Aren(qz) (2.25)

7*)
) —ao(q*)D(q?)
2.3 Anwendung von PMS und FAC

Das principle of minimal sensitivity verlangt, dafl die physikalisch interessie-
rende Grofle so wenig wie moglich von dem kiinstlich eingefithrten Formfaktor
F(x—vy), also von z(q?), abhiingen soll. Dies erreicht man durch die Forderung,
daf} die Variation dieser Grofie nach z verschwinden soll. Um die Analytizitéitsei-
genschaften von z(q?) zu bewahren, ist es allerdings sinnvoller, die Spektraldar-
stellung (2.11) zu verwenden. Hier interessieren wir uns fiir den renormierten
Propagator; es muf} also gelten:

5Aren(q2)
dp(p?)

Setze zunéchst in der obigen Form (2.25) § = 1:

=0 Vp®>4M> (2.26)

2 D(¢*) B 1
Al = ) a0 @@~ @M —aol@) )

Die z-Abhéngigkeit des Propagators steckt also nur noch in o; da dieses z (und
damit auch p) quadratisch enthélt, wiirde die obige Bedingung auf das unsinnige
Ergebnis z = 0 fithren. Betrachte daher die n-te Potenz des Propagators:

D" q2
Mg = g DO
1 —né*(1 - 2(¢%)) — nao(q*)D(q?)
5;1 Zn(qz)/(QQ — M? + ie)n (2 28)
T 0+ n2(@®) — nao (@@ — M2 +ie)
und fordere nun, daf3
5Aren(q2) 2 2
————==0 Vp°>4M"*. 2.29
dp(p?) b= (2.29)
Dies fithrt auf (fiir z(q?) # 0)
2 2 U(q2) Z(qg) q* —p? 50((12) 2 2
1 = — > .
Aa) -1 =az(q) <q2 — M?+ie n—1(g>— M?+1ie)? dp(p?) =AM
(2.30)

Also muf3 gelten:
2y 1 2 a(q®) 2
2(¢7) -1 = az(q) <q2 e e cl )) (2.31)

2 ¢ -p* bo(dd)
n—1(q* — M? +ie)? op(p?)

(2.32)
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Fiir ¢ > 4M? kann man p? = ¢ wihlen und erhilt dann ¢(¢?) = 0. Zunéchst
wére nun also (2.31) zu losen, dann miifite man damit in (2.32) eingehen. Fiir
q®> > 4M? miiBte die rechte Seite verschwinden, fiir ¢ < 4M? mufl das Ergebnis
zumindest unabhingig von p? sein. Dies ist allerdings nicht erfiillbar, also wire
das einzig mogliche Ergebnis bei PMS das schon oben erwéihnte unsinnige z = 0.

Die Forderung der fastest apparent convergence besagt, dafl jeweils die Nahe-
rung in m-ter Ordnung mit der in (m — 1)-ter Ordnung iibereinstimmen soll.
Da wir uns fiir den renormierten Propagator interessieren und ihn bis zur nied-
rigsten nichttrivialen Ordnung (62) ausgerechnet haben, muf hier also gelten:

Dren(q2) = Aren(q2)~ (2.33)
Dies fiihrt auf )
2 {2\ 2
Z(q ) 1= aqg _ M2 +i€z<q )7 (234)

also auf dasselbe Ergebnis wie PMS fiir ¢> > 4M?, allerdings nun ohne die
Nebenbedingung (2.32). Benutzt man stattdessen wie oben die n-te Potenz des
Propagators, wiirde man ein anderes Ergebnis erwarten, da alle Rechnungen ja
nicht exakt, sondern nur bis zur Ordnung 62 durchgefiihrt werden. Nach kurzer
Rechnung erhélt man jedoch wiederum dieselbe Gleichung.

2.4 3-Theorie

Das einfachste, wenn auch unphysikalische (da der Hamiltonoperator nach un-
ten unbeschrinkt ist), Beispiel fiir die Anwendung dieser Formeln bietet die ¢3-
Theorie. Hier besteht ¥(¢?) — X (M?) nur aus einem Loop-Graphen, der relativ
einfach berechnet werden kann. Fiir d < 6 ist diese Theorie superrenormier-
bar, der Graph ist konvergent. Strebt d gegen sechs, so tritt eine logarithmische
Divergenz auf, die aber dann durch die logarithmische Divergenz in ¥'(M?)
kompensiert wird, so da ¢(¢?) endlich bleibt. Man kann fiir ¥(¢?) eine einfach
subtrahierte Dispersionsrelation aufstellen:

® s T A 262 42)5(s2) (12
2(¢) =2(M2)+(qz—Mz)/dpQ/dsz/dtQ P qz_p)zpi izp( ) (235)
0 0 0

Hierbei ist

k,s
i o N\
2 .2 42\ _ p, b,
A(p*,s,t°) = T aon(pt = M2)1m5 (2.36)
p—k,t

symmetrisch in s? und t?. Der Loop-Graph wird dabei mit duBlerem Impuls p
und Masse M und inneren Impulsen und Massen k, s bzw. p — k, t berechnet.
Die allgemeine Rechnung in d Dimensionen ergibt dann (s. Anhang)

—M6=423=dg9(p? — (s +1)?) . (md d
A(p?, 8%, %) = TR = ]\4(5)(172§d/2—1) ) sin <2> r <2 — 2)
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.F(%_l) 46202 1 42 2 _ 42\2\d/2-3/2
TP 207 (8T )+ (7 = 17)7)
I -35)
(2.37)
i=6-2 0(p* —(s+1t)*) 4 2.2 | 42 2 ,2\2\3/2
= -2 t —t .
6pt(p2 — M?) (p p(s” +1°) + (s )7)
(2.38)
Fiir d — 6 verhilt sich A(p?) asymptotisch wie (p?)° (allgemein: (p?)%/2-3), und
(2.35) wird logarithmisch divergent, aber
O'(qQ) — _(q2 o M2)2 / A(p27827t2)ﬁ(82)ﬁ(t2)dp2d82dt2 (2 39)
(q? — p? +ie)(M? — p? + ie) '

ist endlich.
Da der Triiger von p aus M? und [4M? 00) besteht und A eine #-Funktion
enthalt, gilt:
A(p?, s%, 13 p(sH) p(t?) = 0 fiir p? < 4M2. (2.40)

Bei p? = M? tritt also im obigen Integral kein Pol auf, und man kann setzen:

A(p?, s2,12)
2 2,2y _ 5%
K(p,S,t)—W, (2.41)
also
K(p?, s2,t2)p(s?) p(t?)dp3ds?dt?
o(q?) = (q2—M2)2/ ( gP( gp( ‘)
q° — p* + 1€
K (p*)dp®
2 22
= - M - 2.42
(a ) /q2—p2+ie (2.42)
mit
//Kq 2 2)p(s2)p(2)ds2de> = K (2, M2, M?)
00
—|—2/ ds*K(q —l—/ds /dt2 (4%, %, t2)p(s*) p(t).
4M? AM?  AM?
(2.43)

Nehme nun auf beiden Seiten von (2.34) fiir ¢> > 4M? den Imaginirteil und
16se nach Im z(¢?) auf, dann folgt:

Im 0(q2)Re Z(q2)
Im 2(g?) = — . 9.44
m2(g) > — M? — aReo(q?) ( )
Benutzt man, dafl
1 1
=P —imd(z — 20p), (2.45)

z — 2o + 1€ zZ— 2
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M?p(q?)

q2/M2

Abbildung 2.2: Spektralfunktion p(g?) fiir den Propagator des Skalarfeldes
Re z(¢°)

q2/M2

Abbildung 2.3: Realteil des Formfaktors z(¢?) fiir den Propagator des Skalar-
feldes

so ergibt sich die Integralgleichung

K(¢*)Re z(¢?
p(q2) = (q ) (q2)
1 _aRea(q )

q2_M2

Rez(q?) = 1+(q2—M2)P/ pE) g

q2 _p2
4M?2
o0 K q2
Reo(¢?) = (¢*— M2)2P/ 2 (_p)de? (2.46)
4M?

Die Integralgleichung (2.46) fiir p kann man nun iterativ numerisch 16sen
(ndheres siehe Anhang); sogar fiir @ = 1 erhélt man noch eine Lésung. In Abb.
2.2 ist der Verlauf von p(q?) dargestellt. Aus der Dispersionsrelation ergibt sich
dann der Formfaktor z(¢?); der Realteil wurde schon bei der iterativen Losung
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M2p(©(g?)

q2/M2

Abbildung 2.4: Propagator-Spektralfunktion p(%)(¢?) in der iiblichen Stérungs-
theorie

ausgerechnet und ist in Abb. 2.3 dargestellt, den Imaginérteil erhalt man einfach
als Im z(¢%) = —7(¢> — M?)p(g?).

Aus der iiblichen Stoérungstheorie (bis zur Ordnung g?) erhilt man ge-
ringfiigig andere Ergebnisse. Der Propagator hat auf den ersten Blick dieselbe
Gestalt wie oben:

1
©0) (42} =
Branld’) = (2 — M2 +ie) — ac©®(g?)’ (2.47)

Die Selbstenergie o(?)(¢?) ist jedoch nun ohne den Formfaktor F(z — y) zu be-
rechnen, also mit 2(¢?) = 1 bzw. p(¢?) = 0. Wenn man bei der iterativen Losung
der obigen Integralgleichung mit p(g?) = 0 beginnt, so erhélt man (% (¢?) also
gleich bei der ersten Iteration.

Auch fiir diesen Propagator kann man eine Dispersionsrelation aufstellen:

1 T PO (m?2)dm?
0 2\
AQ(¢%) = Zor e ) eomitic (2.48)
4M?2

Nimmt man von dieser Gleichung den Imaginirteil, so ergibt sich fiir ¢> > 4M?:

1
= M7= a0 (g?)

—mp9(¢?) = Im (2.49)

und damit schliefllich

PO = —— :
7 (@ I~ aReoO(@))? + (aTmoO ()2

1 almo©(¢?)
; (2.50)
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M2[p(q?) — pO(q?)]

q2/M2

Abbildung 2.5: Differenz der Spektralfunktionen aus der optimierten und der
normalen Stérungstheorie

Das Ergebnis ist, wiederum fiir & = 1, in Abb. 2.4 dargestellt — auf den
ersten Blick sieht es genauso aus wie Abb. 2.2. Betrachtet man jedoch die Dif-
ferenz (Abb. 2.5), so sieht man, dafl kleine Unterschiede existieren.

2.5 Betafunktion und anomale Dimension

In Analogie zu [10] soll nun noch die Betafunktion und die anomale Dimension
untersucht werden. Um diese zu berechnen, benotigt man die Renormierungs-
konstanten Z und Z,; diese wiederum erhélt man mittels:

A (¢?) -1
3q2 2 2 =z
q?=M
r®(p, k) iy T —8g02; " (2.51)
p: 5 =

q ist hier der Impuls des Propagators, p und k sind die einlaufenden Impulse
des Dreiervertexes.

Die konkrete Aufspaltung der Wirkung héngt von der Wahl der zu opti-
mierenden Grofie ab. Fiir die Optimierung des Propagators war die zusétzli-
che Einfiihrung der Funktionen ((¢?) und Mj(¢?) nétig, um die renormierten
Groflen endlich zu halten. Nun aber sollen andere Groflen optimiert werden,
und es besteht a priori keine Veranlassung, diese Funktionen auch hier wieder
zu verwenden: Setze also ((¢%) = 1, M1(q?) = M,.

Die Normierung der Funktion z(g?) wird zunsichst noch offen gelassen. Mit-
tels des Ausdrucks (2.9) fiir den unrenormierten Propagator hat man dann

Z = 2(M?) (14 6%(1 — 2(M?)) + 620X (M?)2(M?)) (2.52)

Zur Selbstenergie trigt hier wiederum nur der Ein-Loop-Graph aus Abb. 2.1
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p

Abbildung 2.6: Ein-Loop-Beitrag zum Dreiervertex des skalaren Feldes (alle
Impulse einlaufend)

bei; er ergibt sich zu:

E(QQ) — ig(% / dk’ Z(kz) Z((Q+k) )
2(2m)day k? — M? +ie (q + k)2 — M? + ie
MO—422(72) . 5
_ ¢t /dSthQ/dd p(s*) p(t%)
md/2 —s2+ie(qg+k)2—t2+ie
1
iMO422(M?) 242
0
- / d’k !
(k2 +2(1 — 2)q% — (1 — )8 — xt? + ie)?
1
FEXAPLROPI(-1+ ) [ da [ dstdp(s?)p(e?)
1—e
: (:C(l —2)¢® — (1 —x)s* — :Ut2) (2.53)
also
. 1
Y(M? = —fz2(M2)/dszdtQﬁ(sz)ﬁ(tz)/dxx(l — ) + endlich
€
1 2 .
= g7 (@ (00) + endlich. (2.54)
€
Hierbei wurde benutzt, dafl
2(00) = 2(M?) (1 + f puﬂ)d/ﬂ) = =(M?) [ p(s) . (2.55)
AM?2 0
Schliefflich ergibt sich fiir die Renormierungskonstante:
16202 2(M2) 22
7= oM (14621 — 5(m2)) — 22002 M0)27(00) ) (2.56)
6 12873¢

Fiir Z, bendtigt man noch den Ein-Loop-Beitrag zur Kopplungskonstanten-
Renormierung (Abb. 2.6). Sein Beitrag zu I'®) ergibt sich zu

A2
5 gO 3 M2 /dSthQdU /dd p(S )
 (2m)d —q)? — s%+ic
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. p(t%) p(u?)
(k—q+p)2—t2+i6q2—u2+ie
d=g-2% 64773 / dz / dy / (u?)ds?di?du® + endlich
53
_fgg(g) + endlich. (2.57)
€
Also hat man 52423(00)
- goZ' o

Damit ist dann der Zusammenhang zwischen der nackten und der renor-
mierten Kopplungskonstante:

Z3? 3/2( 172 3 oo 2
g = 09go :5902/(M) 1+ =6%(1—2(M7))
2 2
1PGOP)R ) | Pape0)) 250
4 12873¢ 12873¢
also in niedrigster Ordnung;:
g = 6goz>/2(M?). (2.60)
Setzt man zur Abkiirzung
(o) [
z(00 9\ 5 9
= =1 d 2.61
2= o =1+ [ e, (261)
4M?
so ist dann die Betafunktion:
B() — 9% ng 539829/2(M2) 122(00) 23(00)
V= 4™ 64and 122(M2)  B(M2)
3
_ 9 L 5 3
= 613 ( 24—z ) (2.62)
und die anomale Dimension:
dln\F 1 6%¢2 '
2¢ — 0 (M?)2(00) = o 2P 2.63
g) = de ~ o1mm MF () = Figs (2.63)
Fiir p(¢?) = 0, also z = 1, stimmt dies mit den Ergebnissen der iiblichen
Storungstheorie iiberein (siehe [11]; beachte die leicht unterschiedliche Defini-
tion von 7).

FAC kann hier nicht angewendet werden, da dies die niedrigsten nichtrivia-
len Beitrdge sind. PMS kann benutzt werden - man kann hier einfach nach z
ableiten. Die Ergebnisse (23 = 0,29 = 1/6 bei 3, z = 0 bei ) sind allerdings
unabhéngig von g und stimmen daher auch fiir kleines g nicht mit denen aus
der iiblichen Stérungstheorie {iberein.
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Allerdings ist bekannt, dafl im allgemeinen die niedrigste Ordnung der opti-
mierten §-Entwicklung sowieso kein verniinftiges Extremum liefert. Man sollte
also die nichsthohere Ordnung betrachten; dies sind Terme der Ordnung §* in
v und 8% in f. Zwei-Loop-Graphen liefern Beitriige der Ordnung 6°¢3; auBer-
dem gibt es aber auch noch Beitriage ~ 5596’ . Diese stammen aus zwei Quellen;
zundchst kann man den Zusammenhang zwischen gg und g schreiben als:

g = 6g02*/2(M?) <1 + %52(1 - Z(MQ))) +0(8%0) (2.64)
und hat damit

(g0=%/2(M2))" = (1 + %néQ(z(MQ) - 1)) P (2.65)

Fir § =1 ist dann

PRS00 = (3:00%) —2) % g0 = (3200 - 1) g (260)

Auflerdem treten auch noch Graphen mit Einfligungen in innere Linien auf.
Solch eine Einfiigung ersetzt den Propagator D(k?) der inneren Linie:

D) — D) [;52 <k2 + M2 D(lkz,)ﬂ D)

= %52 (2(k?) = 1) D)

— 152 (Z(OO) _ 1—|—Z(M2) / (MQ _M2)p(ﬂ2>d‘u2) D(k2)

2 k? — p? + ie
4M2

(2.67)

Der dritte Summand in der Klammer liefert bei der Berechnung von Gra-
phen einen zusitzlichen Faktor k? in den Nenner, macht die Integrale also kon-
vergenter. Da ¥/(M?) und T® (p, k) nur logarithmisch divergieren, liefert dieser
Term also keinen Beitrag und nur die ersten beiden Summanden sind zu beriick-
sichtigen. Man hat dann gerade den urspriinglichen Graphen ohne Einfiigung,
multipliziert mit einem Faktor $62(z(c0) — 1).

Bis zur Ordnung 6 findet man die beiden in Abb. 2.7 dargestellten Graphen.

Abbildung 2.7: Divergente Beitrége durch Einfiigung in innere Linien
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Die konkrete Rechnung ergibt nun fiir Selbstenergie und Vertex:

(M) = —ézQ(oo) (1-20%(:(0) ~ 1) (2.68)
3 323 00
)| = e % (1 - 252@(00) _ 1)) (2.69)

Unter Beriicksichtigung der Beitrige der Ordnung d%g* bzw. 0%, aber
ohne die Zwei-Loop-Beitrége hat man also (§ = 1):

8o) = 0 (32007 —2) (3 - ato0) - 20 (T 220))

6473 22(M2) 12 ) \4 4
(2.70)
2 2200
o) = s (300~ 3 ) s (3= 25(00)) (2.71)

Nun kann man FAC anwenden; die Bedingung, dafl diese Ergebnisse mit der
vorherigen Ordnung iibereinstimmen sollen, fithrt in beiden Fillen neben ande-
ren Losungen auf z(M?) = z(c0) = 1, also

Z’Z((]\‘}OQ)) =1+ /p(,uQ)d,uQ =1, (2.72)

und, da p(u?) positiv semidefinit ist, schlieBlich auf das gewiinschte Ergebnis

p(1?) = 0. Die Einbeziehung der Zwei-Loop-Graphen wiirde dann also auf ein

nicht-storungstheoretisches Ergebnis fiir § und « fithren, das im Limes kleiner

Kopplungskonstante in das Ergebnis der iiblichen Stérungstheorie {ibergeht.
Bei PMS sind nun jeweils zwei Gleichungen zu erfiillen:

08 03
502~ da(o0) O (273)
Oy o _ (2.74)

92(M2) ~ 9z(c0)

Das erste dieser Gleichungssysteme liefert die Losungen z(oo) = 2.715, z(M?)
= 3.056; z(00) = 0.679, 2(M?) = 4.534; z(00) = 2.022, 2(M?) = 1.076; 2(c0) =
3/2 £ /57/6, z(M?) = 2/3 und schlieBlich z(co) = 0, z(M?) beliebig. Das
zweite Gleichungssystem hat nur die Losung z(oo) = 0, z(M?) beliebig. Keine
dieser Losungen fiihrt allerdings auf das Ergebnis der {iblichen Stérungstheorie
2(00)/2(M?) =1

Man sieht, dal die Beitrige der Graphen mit Einfiigungen verschwinden,
wenn man als Normierung z(oco) = 1 wihlt, d.h., der Propagator verhélt sich
im Unendlichen wie in der iiblichen Stoérungstheorie. Dies gilt nicht nur in dieser
Ordnung, sondern allgemein fiir Graphen mit beliebig vielen Einfiigungen, da,
wie gesagt, jede Einfiigung einen Faktor z(oco) — 1 liefert.



Kapitel 3

Quantenelektrodynamik

3.1 Die Wirkung

Die bekannte QED-Wirkung ist

S = [ (9@)i 9~ mo)b(@) - (@) P (@) = coila) Ala)b(@) ) da. (3.1

Nun werden zwei Formfaktoren eingefiithrt: Ko(z — y) fiir den Elektron- und
Ks(x — y) fiir den Photonpropagator. Die Kopplungskonstante eg wird analog
zum skalaren Feld durch deg(v/k(q2?) + 6%(1 — (\/k(q?)) ersetzt, auch in den
Fichtransformationen; als Abkiirzung schreibe dafiir degy.

At (z) = AP (z) + 0*A(z);  Y(z) — Y(x) exp(—ideosA(T)).

Um Eichinvarianz zu gewéhrleisten, mufl nun ein Exponentialfaktor

U(z,y) = exp (iéeoﬁ/A“(z)dzu) (3.2)

eingefiigt und der Kopplungsterm modifiziert werden. Schlielich wird noch
ein Massen-Counterterm abgespalten, wiederum unter Beriicksichtigung einer
Abhiingigkeit von ¢2. Die Wirkung kann dann geschrieben werden als:

S = So+65; (3.3)
mit
So = [ P@U ) Kale = y)(i )= m)(y)ddy
— [ {Ew @)Kl — )P ) drdy
Si = [ ewd@U(a.y) [Kala —y) +8%0(x — y) = 62 Kala — )| A (y)dady
+6 [ D@V w,) B — y) = Koo — )] (9~ m)(y)dody
=5 [ L Fula) (e — ) ~ Kyl — )] P (y)ddy

—1-5/1;(:1:) [m —mi(¢%) + d(ma(g?) — mo)} (z)dx. (3.4)

23
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Die Potenzen von § sind wiederum so gewéhlt, dafl in Analogie zur iiblichen
Storungstheorie die ersten Korrekturen zu den nackten Propagatoren in der
Ordnung 62 auftreten.

Die obige Wirkung ist invariant unter der {iblichen Ladungskonjugation

ep — —€p, AP — —AH
und unter
0 — —0; At — —AM,

Fiir beliebiges ¢ ist sie auflerdem eichinvariant. Addiere daher den Eichfi-
xierungsterm

_i /0MA“(96)K3(:E — )0, A"(y).

Nach einer partiellen Integration hat man dann fiir den quadratischen Term der
Ordnung §° in A*:

;/AH(:U)Ks(:c ) <g“”D + (; - 1) 8"8“) Ay (y). (3.5)

Im folgenden wihle die Feynman-Eichung o = 1.

Der Exponentialfaktor (3.2) wird nun noch bis zur Ordnung 6% entwickelt;
ebenso werden in der Wirkung nur die Terme bis zur Ordnung 62 mitgenommen.
Man erhilt dann:

S =50 4550 4 5252 (3.6)
mit
SO = [ da)Kala — )i~ m)b(y)dedy
+% / A (2) K3 (x — y)DA* (y)dady (3.7)

S = ieor/nle?) [ (@) [ A1)z Ko (@~ )i P~ m)b(y)dudy

S = —eo/wl@?) [ D@ Ka(e — ) Aly)b(y)dady (3:8)

y 2
SR =~z [ i) (/ AH(z)dzu) Ka(w = y)(i ) = m)u(y)dady

SG = —iehnle?) [9@) [ ANzl - y) Ae(y)dudy
S = [ 9@ (6~ y) — Kalx 1)) (i) — m)(y)dady
S8 = [ 9@ [m— @) + 8m () — mo)] w(@)da

S}?Y) = ;/A#(ac) (0(xz —y) — K3(x —y)) (¢"'D = 0"0") A, (y)dxdy. (3.9)
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Im letzten Term wurde hierbei wiederum eine partielle Integration durchgefiihrt.

Bezeichnet man mit Ko(p?) bzw. K3(k?) die Fouriertransformierten der
Formfaktoren Ks(x — y) bzw. K3(z — y), so erhdlt man aus Sy die nackten
Propagatoren:

1
(# — m +i€) Ka(p?)

uv _ _g/“/
DM (") = (k2 + ie) K3(k2)

S(p) =

(3.10)

Die anderen Terme in S sind in Abb. 3.1 diagrammatisch dargestellt. Aus
der Entwicklung des Exponentialfaktors (3.2) im Elektronpropagator erhilt
man Stringterme (S) und (SS), der iibliche Kopplungsterm wird durch den
Elektron-Formfaktor modifiziert (K), und die Entwicklung des Exponentialfak-
tors im Kopplungsterm liefert den Term (SK). Die Masseneinfiigung im Elek-

tronpropagator (M) wird wiederum durch ein Kreuz X symbolisiert, und man

hat zwei zusitzliche Zweiervertizes @ aus den Einfiigungen der normalen freien
Propagatoren (Ie), (Iv).

p P
q FK2((p+59)?) ¢ Ka((p+q)?)

(S) pP+q (K) p+q

P
q1 q2
p+q -
p _ +qo ' q1 8,uK2((p +q1 )
0,0, Ko((p + sq1 + 5'q2)?) +5¢2)°)
(SS) © (SK) P+ a+
(Te) (M)
(Iy)

Abbildung 3.1: Feynman-Diagramme fiir die Terme in Sggp bis zur Ordnung
52
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Ein Quadrat [Jj steht fiir einen Faktor p — m, eine dicke Linie bedeu-
tet jeweils einen Faktor Ko (p?). Fiir jedes Photon mit einlaufendem Impuls g,
das ins Innere einer solchen Linie einmiindet, ist der Gradient dieses Faktors
beziiglich des Impulses zu bilden, im Argument ¢ durch sq zu ersetzen und iiber
s von 0 bis 1 zu integrieren.

Es kann nun vorkommen, dafl in Feynman-Diagrammen innere Linien weg-
gekiirzt werden: = 1.

Fiir konkrete Berechnungen fithre nun noch die einfach subtrahierten Dispersi-
onsrelationen

Bol?) = Ro(m?) (1+<p2m2> / p(“)d“) (3.11)

e G
~ ~ o 2)dp2
Bk = Ra0) (14 k2 [ L2 3.12
3(k%) 3()( + 42k2—/£2+i6 ( )
ein. Fiir die Inversen schreibe
(e [
Ko (p?) Ks(m?) s, p? — p? +ie
I N EE N IRl (3.13)
Kg(k‘2) Kg(O) 2 k2 — [LZ + 1€

Um spéter die Renormierung durchfithren zu kénnen, werden im folgenden
nun zunédchst die Einteilchen-irreduziblen Anteile zu den Propagatoren und
zum Vertex ermittelt. Die Rechnungen werden wiederum mittels der Standard-
methoden des Pfadintegral-Formalismus durchgefiihrt, wobei in allen Schritten
jeweils bis zur Ordnung 62 entwickelt wird.

3.2 Vakuumpolarisation

Die Einteilchen-irreduziblen Beitridge zum Photonpropagator sind in Abb. 3.2
dargestellt. Man erhilt daraus fiir die Vakuumpolarisation in d Dimensionen

7 262f€ 2 6
1" (q) = 6°[K3(¢*) — 1](¢°g" — g"¢") + 5(2(’7T)(dq> / dp> 7 (q,p). (3.14)
=2

Der erste Term (Diagramm (1)) stammt von der Einfiigung des normalen
freien Propagators, die Terme (2)-(4) sind Loopdiagramme, die aus den bei-
den verschiedenen Kopplungen (S), (K) entstehen, und die Terme (5) und (6)
schlieBlich kommen aus S, also letztlich aus der Entwicklung des Exponenti-
alfaktors.

Die einzelnen Terme sehen nun wie folgt aus (es wird Tr[14] = d gesetzt):
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(1) (2)
(3) (4)
() (6)

Abbildung 3.2: Beitriige zur Vakuumpolarisation bis zur Ordnung 62

(o) (: P)

() (2 P)

WEZ; (¢,p)

(s (@)

6y (0 P)

/ dsds'Te la Ra((p + 50))0" Ka((p + m)?)]
o) Kal(p + 0)?)

d/d 1 B ((p + 50)°)0" Ka (0 + 5'9)°)
Ky (p?)Ka((p + 9)?)

1 1
Tr|~+# —" - }
{7 Wt d—m+ic) @—m+ic)
(p+ @"p” + p"(p+q)” — g"pp(p+ @) + g"’'m?

d [(p+q)? —m? +ie][p? —m? + ie]

2 /ds 0" Ky ((p + 59)°) ﬂ[(ﬁ —m ::6)132(192)] =
~ / dsds'9"0" Ka((p+ (s' — )q)%) Tr K;pz)]

_9d /1d3ds'9(8/ = )V EKs((p+ (5~ S)q)Q)K;pZ)

1
~ r}/V
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Hierbei wurden bereits die nackten Propagatoren (3.10) eingesetzt, und es
wurde benutzt, dafl sich String-Faktoren in inneren Linien teilweise mit den
Formfaktoren in den Propagatoren herauskiirzen. Auf diese Weise kiirzt sich
77&"), aus (S) und (K) stammend, mit wé‘é’), aus (SK) stammend; Wé‘;) wird iden-
tisch mit der iiblichen Vakuumpolarisation.

Im folgenden wird durch Kontraktion mit ¢, gepriift, ob II*” transversal
ist. Der erste Term in II*” ergibt dabei Null; auflerdem erhélt man durch die
tibliche Integration aus dem dritten Term ein Ergebnis, das ebenfalls einen
Faktor ¢2g"” —g"q" enthilt. In den Termen mit Ableitungen von Ks(p?) benutze
0,0" Ko((p+3q)?) = & Ko((p+sq)?) und dquivalent fiir 040" Ko ((p+(s'—5)q)?).
Man hat also:

QI — l5260'€ ?) /dd /d P’Kz P‘ZSQ) ) 3”{?2((p+sg)2)
) Ka((p+q)?)
K. 1-— 2 K. —5q)?
_ 2((p~+(2 $)0)?) | 9" Ka((p 286./) )1 . (3.16)
Ka(p?) Ka(p?)
Substituiere nun im zweiten Term p durch —p — ¢ und anschliefend s durch
1 — s, im dritten 1 — s durch s und im vierten p durch —p, so kiirzen sich die
Terme heraus. Allerdings ist nur die Summe transversal, nicht jeweils die beiden
Graphen separat.
AuBlerdem gilt:

vy Zeoﬂ d /8“K2 (p?)0" Ky (p?)
I (0) = /d </dd )Kg( 2)
2p“p - g‘“’p2 + g"'m? ,3“3”K2(p )
T mrtep _/ dods Kz(p?)>
= 0+ W/dd 8“2(5({2()) =0, (3.17)

falls der Integrand im Unendlichen geniigend stark abfallt.
Die Vakuumpolarisation kann also geschrieben werden als:

™ (q) = 8(¢*™ - ¢"¢") |[Ks(q®) — 1] + e}r(g))TI(¢)]
- 2 2
= (9" — ¢"¢") |[Ks(¢®) — 1] + Ze(oz,j)qd)
/dd p) +73)(4,p) +W(5)(q,p)]1, (3.18)

wobei ;) = W(i)uu/(qQ(d — 1)) gesetzt wurde. Wegen (3.17) ist I1(¢?) bei ¢* =
0 regulér, und die Photonmasse ist 0; dies gilt aber wiederum nicht fiir die
einzelnen Summanden.

Fiir den vollen Propagator hat man dann:

AR = D — DI (g — ) [[Ra(q?) — 1) + edmlg®) ()] A, (3.19)



3.3. SELBSTENERGIE DES ELEKTRONS 29

(1) (2)
(3) (4)
(5) (6)
(7) (8)

Abbildung 3.3: Beitriige zur Selbstenergie des Elektrons bis zur Ordnung 62

und, wenn man den nackten Propagator (3.10) einsetzt und die eichabhéingigen
Terme weglasst, schlielich:
— g
AP = e . (3.20)
(¢* +ie)[K3(q%) — 0*(K3(q®) — 1) — 02egr(q?)11(q?)]

3.3 Selbstenergie des Elektrons

Es gibt insgesamt zwolf Einteilchen-irreduzible Anteile zum Elektronpropaga-
tor; vier davon sind Tadpoles, deren Beitrag sich zu Null ergibt. Die restlichen
acht sind in Abb. 3.3 diagrammatisch dargestellt. Man kann fiir die Selbstener-
gie des Elektrons also schreiben:

S(g) = 0°[K2(q®) = 1(d —m) — 6*(m —mi(¢?))
i0%etk(q?)

8
+(27T)d/ddk§0(i)(q, k). (3.21)
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Der erste Term stammt wiederum aus der Einfiigung des iiblichen freien
Propagators, der zweite ist der Massen-Counterterm, dann folgen vier Loop-
graphen, die aus den beiden Kopplungen entstehen, und schliefflich die beiden
Graphen aus der Entwicklung von U(z,y) bis zur Ordnung §2. Im einzelnen hat
man:

_ ,(d — m)0, K ((q — sk)*) 0" Ka((q — s'k)%)
“wlak) = /de (k2 + ie) K3 (k2) Ka((q — k)2)
2
owlak) = — Kole) :

U= F—m+ie) (k2 +ie) Ka(k2) |
Ko(¢®)((2 — d)(d— ¥) + dm)
Tk —m2 i) (K2 + ie) K3 (K2)

1
] ~ L 0 Rol(q — k) Kol ?)
@@ / T R+ i Ra((a - D2 + 0 Ra(hD) "

_ / m)(d— K+ m +ic) PKo((q — sk)*) Ka(q?)

— k)2 —m2 +ie)Ko((q — k)2) (k2 + i) K3(k2)

_ é’K2 (q — sk)?)

“wlak) = J 2 + ie) Ka(k2)
1

= 1 sas — (s — S8 g/_m
omlak) = +5 0/ O O Fewerey ovrey

= /dsds’ﬁ(s' — 5)0Ks((q — (s' — 8)k)?) g’—n}

(k% 4 ie) K3(k?)

_ PK>((q —sk)*)

U(S)(‘Lk) = +0 ds(k2+ie)K3(k2) = 0(6)- (3‘22)

Hierbei wurden wiederum, wo es moglich war, die Formfaktoren gekiirzt;
dadurch kiirzt sich hier o) mit og).
Fiir den vollen Propagator gilt dann:

Se(q) = S(q) + S(9)%(q)Se(q) (3.23)
also
Selg) = .
T = mtioka(¢) - =(q)
1
(- m+ie)[Ky — 62K — 1)] — 62e3r(¢?) ((q) — B(m))’
(3.24)

wobei gesetzt wurde:

X(q) = 27T /dd k) +owy(q, k) +0s)(q, k) + oy (g, k)
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(3.25)

- m — my(q?
S(m) = egﬁég()q) (3.26)

d.h., die Massenrenormierung wird wiederum gleich durchgefiihrt.

3.4 Kopplungskonstanten-Renormierung

Wie aus der p3-Theorie bekannt, ist es praktisch, die Formfaktoren am Renor-
mierungspunkt auf 1 zu normieren; wie dort kiirzt sich auch hier die Normierung
der Formfaktoren durch die Renormierung heraus. Rechne also im folgenden mit
Kg(m2) = K3(0) =1.

Die Einteilchen-irreduziblen Anteile zum Vertex bis zur Ordnung ¢ sind
bereits in Abb. 3.1 dargestellt: es handelt sich gerade um die Graphen (S) und
(K). Die Rechnung ergibt fiir einlaufenden Elektronimpuls p und Photonimpuls
k:

1
D (p, k) = \i(e?) | Ralp?)0" + (5 K —m) [ 0" Ra((p + sm?)ds] (3:27)
0

also
Mh(p,0) = \/r(a®) [Ka(p)7" + (¢ — m)O" Ko (p?)]
- m(q?)aipts*;l(p) o), (3.28)

die Ward-Identitéat wird also in dieser Ordnung nur leicht modifiziert.
Betrachtet man das Matrixelement mit &ufleren Elektronspinoren u, so erhélt
man auf der Massenschale (Yu = mu und damit auch p? = m?):

al™(p, 0)u = £/ k(¢?)ury"u. (3.29)

Zu physikalisch beobachtbaren Effekten (on-shell) fithrt also nur der erste Term
in T'*, und man kann wie iiblich setzen:

o
Th = %1 mit: 77" = \/k(g?) + O(8?). (3.30)

Auch die Wellenfunktions-Renormierungskonstanten kénnen wie iiblich defi-
niert werden:

_ 95 1(q)
A 1 e ‘
2 ag, g=m
— aA_l(QQ)
1 _
Z' = o e (3.31)

Das Matrixelement der obigen Ward-Identitét fithrt dann auf

Zit = \/r(g®) Zyt 4+ 0(62), (3.32)

und damit erhélt man schlieBlich fiir die renormierte Ladung;:

ZoN/ 73

e=20 7

eo = 0v/k(q%)eg + O(5%). (3.33)
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3.5 Renormierung der Propagatoren

Ziel wird es nun wiederum sein, die renormierte Vakuumpolarisation und Selbst-
energie auf die aus der {iblichen Stoérungstheorie bekannte Gestalt zu bringen:
(¢*) = I(¢*) —IL(0)

S(q) = X(q)—X(m) = (f —m)X'(m), (3.34)
da dann nach den Erfahrungen in der skalaren Feldtheorie die renormierten
Groéflen endlich sein sollten.

Aus den obigen Definitionen (3.31) erhélt man zunéchst die Renormierungs-
konstanten

Zyl = 1-48%2k(m?)% (m) (3.35)

Z3' = 1-6%3K(0)11(0). (3.36)

Fiir die Vakuumpolarisation kann man nun ansetzen:

1H4?) = IO R () 2+ (), (3.37)

Die Normierung von & kiirzt sich heraus; wenn man x(0) = 1 wéhlt, so erhilt
man den renormierten Photonpropagator

Vo —gh
Brenld) = (o o Rl — P (Fal) - 1) - P

Fiir die Selbstenergie dagegen schreibe

~ ~ ~ K m2 ~ _
S(a) ~ Sm) = (f ~ m)Eala) ) +50) (339
und benutze als Normierung x(m?) = 1; dann hat man
Se,ren(Q) = 1 (340)

(f — m +ie)[Ka(q2) — 62(K2(q?) — 1)] — 62e3r(q2)S(q)

Bei den beiden Propagatoren sind also unterschiedliche Normierungen fiir x
jeweils praktischer; wiirde man beides auf einmal verlangen, x(0) = k(m?) = 1,
so wiire dies eine starke Einschrinkung an die bisher beliebige Funktion x(g?).

AuBerdem hat man noch als Bedingung, dafl die renormierten Gréflen end-
lich sein miissen; man sollte also die Ausdriicke (3.37) und (3.39) in die {ibliche
Form (3.34) iiberfithren. Es muB also gelten: Ko(q?) = x(q?) baw. K3(¢?) =
K(g%).

Wenn man beide Propagatoren gleichzeitig optimieren wollte, so hétte man
also Ko = K3 — was Probleme bei der Normierung und bei der Darstellung
durch Spektralfunktionen nach sich ziehen wiirde. Im allgemeinen wird bei der
optimierten d-Entwicklung aber immer die Optimierung fiir jede interessieren-
de Grofle getrennt durchgefiithrt, wodurch sich dann auch, abhéngig von der
gewdhlten Grofe, verschiedene Werte fiir die eingefithrten Parameter bzw. hier
fiir die Formfaktoren ergeben. Im folgenden betrachte also die beiden Propaga-
toren getrennt.
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3.5.1 Photonpropagator

Setze nun also K3(¢%) = x(¢?); dann hat man
[(¢*) = 11(¢*) — T1(0). (3.41)

Mit der Normierung K3(0) = 1 und der Renormierungskonstanten (3.36) be-
kommt man dann den renormierten Propagator, der hier gleich mit der renor-
mierten Ladung geschrieben ist:

—ghv
A = e ——
(¢% + ie) [K3(¢?) — 0*(K3(q%) — 1) — e?11(¢?)]
_ —ghv
= S — (3.42)
(¢* +ie)[1 — e’11(g?)]
3.5.2 Elektronpropagator
Hier ist K»(q?) = x(¢?), die renormierte Selbstenergie wird
£(q) = £(q) = £(m) — (f = m)'(m). (3.43)

Die Normierung ist hier K»(m?) = 1, fiir die Renormierungskonstante benutze
(3.35), und der renormierte Propagator, mit der renormierten Ladung geschrie-
ben, ist

Seren(q) = 1
eren(q) = (f — m + i) [Ka(q?) — 62(Ka2(q?) — 1)] — 25(q)
5=1 1
T d-mtie—e22(q)

(3.44)

3.6 Allgemeines zur Optimierung der Propagatoren

Es stehen wieder die beiden schon beim skalaren Feld benutzten Optimierungs-
methoden zur Verfiigung: PMS und FAC. Bei der ersteren fordere nun, dafl die
Variationsableitung des renormierten Propagators nach beiden Spektralfunk-
tionen p;(u?) verschwindet, bei FAC fordere dagegen wieder die Gleichheit von
nacktem renormiertem und vollem renormiertem Propagator.

3.6.1 Photonpropagator

PMS fiihrt auf die beiden Gleichungen
0Tl(¢*) _ oTI(¢?)
op2(p?)  Sps(p?)

Da die Vakuumpolarisation aber gar nicht von ps abhéngt, ist die zweite Glei-
chung identisch erfiillt, und nur die erste Gleichung kann benutzt werden.
Die Anwendung von FAC ergibt:

= 0. (3.45)

K3(¢%) = 1 - €’TI(¢?). (3.46)
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Wiederum erhiilt man daraus keine sinnvolle Integralgleichung fiir K. 3(k?), da
es nur auf der linken Seite iiberhaupt auftritt, aber auch keine Gleichung fiir
K (p?), da po nur auf der rechten Seite in II auftritt. Die Gleichung liefert also
nur einen Zusammenhang zwischen den beiden Formfaktoren, so dafl man keine
iterative Losung finden kann.

3.6.2 Elektronpropagator

PMS gibt hier - B
6%(q) _ 6%(q)
op2(p?)  Sps3(p?)

Aus der ersten Gleichung koénnte man ps und ps bestimmen, aber die zweite

hat keine Losung, da 1/K3(k?) nur linear in der Selbstenergie auftritt - dieses

Gleichungssystem ist also nicht 16sbar.

FAC dagegen liefert:

= 0. (3.47)

Rty =1 - 20

also eine sinnvolle Integralgleichung fiir pa(p?).

(3.48)

Zusammenfassend: Ko(p?) ist bestimmbar, wenn man FAC auf den Elek-
tronpropagator oder PMS auf den Photonpropagator anwendet; K 3(k?) dage-
gen kann (in dieser Ordnung) nicht bestimmt werden, man kann hochstens einen
Zusammenhang zwischen den beiden Formfaktoren herleiten.

Betrachtet man die n-te Potenz der Propagatoren, so é#ndern sich die Ergeb-
nisse fast nicht: FAC angewendet ergibt jeweils wieder dieselben Gleichungen,
PMS angewendet auf den Elektronpropagator fithrt wieder auf zwei Gleichun-
gen, von denen die eine aus den obigen Griinden keine Losung hat. Wendet man
allerdings PMS auf den Photonpropagator an, so erhélt man zwar fiir pa(p?)
wiederum dieselbe Gleichung, zusétzlich aber nun

(2 n—15f(3<q2) _ 5[(3((12)
nhs(e) Sp3?) " ops(p?)

=0, (3.49)

was nur durch K3(¢?) = 1 gelost werden kann.

Will man nun einen der Propagatoren optimieren, so mufl zunéchst die re-
normierte Vakuumpolarisation I1(¢?) bzw. die renormierte Selbstenergie ¥(q)
berechnet werden. Die Rechnung ergibt, dal bei der Vakuumpolarisation nur
der Graph (3) divergent ist; da er mit dem Graphen aus der iiblichen Stérungs-
theorie iibereinstimmt, treten dort also keine Probleme mit der Renormierung
auf.

Rechnet man jedoch die Selbstenergie aus, so ergibt sich, dafi selbst bei
der obigen Wahl k(¢?) = K(¢?), wodurch die renormierte Selbstenergie in die
iibliche Form (3.34) gebracht wird, immer noch Divergenzen auftreten! Dies
gilt sowohl fiir einzelne Graphen (einfach nachrechenbar z. B. fiir Graph (4))
als auch fiir die Summe aller Graphen.
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Es existieren zwar sicher Funktionen k(q¢?), die die Selbstenergie endlich
machen wiirden; ein Beispiel ist:

G-mSm) -
5@ —Sm) — 1@ 2 (350)

mit einer beliebigen, endlichen Funktion f(q); dann hitte man namlich ¥(q) =
f(q), also eine endliche Selbstenergie. Es existiert jedoch kein Kriterium, um
diese vollig willkiirliche Wahl zu motivieren; auch PMS oder FAC wiirden kein
eindeutiges Ergebnis fiir die frei wihlbare Funktion f(gq) liefern. Die in der
skalaren Theorie erfolgreichen Methoden zur Renormierung der Propagatoren
versagen hier also.

K(q?) =

Selbst wenn eine eindeutige Vorschrift vorhanden wére, um Vakuumpolari-
sation und Selbstenergie endlich zu bekommen, hétten die Ergebnisse dennoch
eine recht komplizierte Struktur, da man die endlichen Anteile von relativ vielen
Graphen berticksichtigen muf}. Dies wiirde dann schlulendlich in einer relativ
komplizierten Integralgleichung resultieren. Einfacher ist es natiirlich, Grofien
zu betrachten, zu denen nur die unendlichen Anteile der jeweiligen Graphen
beitragen, und dann nur diese zu berechnen; gehe also genauso vor wie in [10]
und in der skalaren Theorie: Die interessierenden Gréfien sind nun die anomalen
Dimensionen und die Betafunktion. Hierfiir kann man die Funktion x(q?), die ja
urspriinglich wiederum nur eingefiihrt wurde, um die renormierten Groéflen end-
lich zu machen, = 1 setzen, ebenso wie schon in der skalaren Theorie; aulerdem
kann man mit m1(q?) = mg rechnen.

Fiir die Betafunktion benttigt man zunéchst noch eine héhere Ordnung des
Elektron-Photon-Vertex:

3.7 Elektron-Photon-Vertex bis zur Ordnung §°

AuBer den beiden Graphen (S) und (K) (Ordnung §) hat man nun 25 zusétz-
liche Beitrége (Abb. 3.4, 3.5). Die ersten acht haben drei Vertizes, die jeweils
(S) oder (K) sein kénnen; (9)-(16) entstehen durch Kombination von (SS) und
(SK) mit (S) und (K); (17) stammt aus der Entwicklung von U(z,y) im Elek-
tronpropagator bis zur dritten Ordnung, (18) aus der Entwicklung von U (z, y)
im Kopplungsterm bis zur zweiten Ordnung; dies gibt folgende Beitréige zur
Wirkung;:

y 3
s = —5eb [ (@) (/ Aﬂ(z)dzu) Ka(w = 9)(i @ — m)u(y)drdy

y 2
Sk = —163/1/1(95) (/ A"(Z)dzu) Koz —y) Ay)y(y)dedy  (3.51)

Schliefilich hat man noch (19) und (20), die aus der Entwicklung von U (zx, y)
bis zur ersten Ordnung in der Einfiigung des freien Elektronpropagators bzw.
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aus der Einfiigung im Kopplungsterm stammen. Sie liefern folgende Beitrige
zur Wirkung;:

S}ig = 260/1/1 — Koz —y /A“ 2)dz, (i @ — m)Y(y)dxdy
s = e [¥@) — Ks( — )| AQy)d(y)dady. (3.52)

Bei der Entscheidung, ob ein Graph 1PR ist, sind Kiirzungen in inneren
Linien zu beriicksichtigen, beispielsweise:

Der zweite Graph ist hier 1PR, obwohl er auf den ersten Blick irreduzibel
aussieht.

Fiir die Berechnung der Betafunktion benttigt man die renormierte Kopp-
lungskonstante; diese erhélt man mit Hilfe der Vertex-Renormierungskonstante
Z1, welche folgendermafien definiert ist:

T (p, )|y, o = V20 (3.53)

Strings in einlaufenden Elektronlinien tragen einen Faktor p — m bei — wenn
man 77 berechnet, ergeben solche Graphen also 0. Auflerdem ergeben sich wie-
der Kiirzungen in inneren Linien, so daf} sich wiederum einige Graphen, die
dadurch bis auf ein unterschiedliches Vorzeichen identisch werden, gegenseitig
wegheben: (4) mit (13), (5) mit (14), (6) mit (16), (8) mit (15) und (12) mit
(18). Der Graph (20) ergibt zusammen mit (K) schliellich:

| Ko(m?) + 6%(1 = Ka(m?))| 1*. (3.54)

Letztlich hat man also nur noch ein zusétzliches Integral auszurechnen:

/ d?q7(y (q)

- - i6%ed
(D, k), o = | Ka(m?) + 0%(1 = Ka(m?))| 4 + (g )?l

(3.55)
mit
1 1 Ky (m?)
H — Hw v
q) ="M - ; —= .
") = Y e F—mrie (62 + i) Ks(@®) | o
(3.56)
Der Photonformfaktor liefert folgenden Beitrag:
1 1 1 o3(p?) P dp® 1 p3(p?) P dp?
= = = + = 2 D) N - 1 + ~ 2 2 .
K3(k2?) Ks(oo) K3(0)J k*— p®+ie K3(0) ) k% — p? +ie

(3.57)



3.7. ELEKTRON-PHOTON-VERTEX BIS ZUR ORDNUNG §* 37

(7) (8)
Abbildung 3.4: Elektron-Photon-Vertex bis zur Ordnung §3: (1)-(8)

wenn man die Formfaktoren bei co auf 1 normiert — dies ist fiir die Berechnung
der unendlichen Anteile praktischer, wie aus der ¢3-Theorie bekannt ist. Die
Ergebnisse sind hier zwar nicht unabhéngig von der gewéhlten Normierung,
die Unterschiede sind aber nur quantitativer Natur, und man erhélt qualitativ
dieselben Aussagen, wie eine genauere Untersuchung ergibt. Deshalb soll hier
nur die einfachere Variante dargestellt werden; alle wesentlichen Aussagen sieht
man auch daran schon.

Nur der erste Term liefert einen divergenten Beitrag — man hat also bis auf
einen Vorfaktor K»(m?) gerade den iiblichen Beitrag dritter Ordnung.

Mit dieser Normierung der Formfaktoren sind dann die Wellenfunktions-
Renormierungskonstanten:

B 1 1 . 3/ (m)
Zy = r®) (1+52 (1 K2(m2)> + 62 gf{z(m%) (3.58)

1 1 .2 11(0)
Zy = %0 <1+52 (1 &(0)) + 62 gf(g(o)). (3.59)

Wenn man das bekannte Ergebnis fiir die Vertex-Renormierungskonstante
(fiir d = 4 — 2¢) verwendet, so erhélt man:

zi—— b (1iefio L) 0 (3.60)
' Ka(m?) Ko(m2)) ~ 1672 ) '




38 KAPITEL 3. QUANTENELEKTRODYNAMIK

(9) (10) (11)
(12) (13) (14)
(15) (16)

(17) (18)

(19) (20)

Abbildung 3.5: Elektron-Photon-Vertex bis zur Ordnung §2: (9)-(20)

und schliellich ist die renormierte Ladung:

e = (560 Z2 Z3 = 560 (1 =+ (52 (1 — = >
2 K5(0) 2 K3(0)
3/ (m) I1(0
523 | = 61
o (Kg(m2) * 2K3 167’[’26>) (361)

3.8 Betafunktion und anomale Dimensionen

Mit den iiblichen Definitionen hat man:
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g = 262@ = —e32¢ (f)’(m) :f(g(O) + 1H(0)> - M + 0(6%)

de Ky(m?2) 2 82
(3.62)
dn/Z . 300
Yo = 26272 = —e%eX(m) Kg?fn;) + 0(6%) (3.63)
- 262‘“27 V25 _ _21(0) + 0(6%), (3.64)
€

wobei benutzt wurde, da in niedrigster Ordnung e = deq/+/K3(0) ist, und daB

die divergenten Anteile in 3'(m) und II(0) proportional 1/e sind.
Im Grenziibergang ¢ — 0 tragen nur die divergenten Anteile in II(0) bzw.
Y/ (m) bei:

1
o) = EZ% + endlich (3.65)
Y(m) = %Z&@ + endlich. (3.66)

Bei der Vakuumpolarisation trégt m3) den bekannten Faktor ﬁ bei; die
anderen beiden Terme (7r(2) und 7r(5)) sollten nach naivem power-counting ei-
gentlich auch divergente Beitrage liefern — die explizite Rechnung ergibt jedoch,
daB sie endlich sind. 7,y ist also in dieser Ordnung unabhéngig von beiden Spek-
tralfunktionen.

Die Berechnung der divergenten Anteile in der Selbstenergie ist komplizier-
ter: Terme, die scheinbar konvergent sind, haben in Wirklichkeit divergente
Anteile — dies tritt immer dann auf, wenn ein Stringparameter gleich 0 wird
und dadurch Potenzen von k£ im Nenner unterdriickt werden. Der einzige Term,
der sofort ausgerechnet werden kann, ist o(4); bis auf den Vorfaktor K, (¢%) und
den modifizierten Photonpropagator ist er identisch zur iiblichen Selbstenergie.
Der Photonpropagator kann wiederum entwickelt werden, dann ergibt sich der
Beitrag zu:

5 — 0 % 2 Q/— 4dm
Oy = (aq |:—K2(Q) 62 qu
—Ka(m?) | Ka(m?) / 6m? 2y
Tom2 T aon2 ) mz o E el )dn (3.67)

In o(5) substituiere zunéchst k' = ks; dies ergibt einen Faktor s~%. Dann
entwickle nach s; beim Elektronformfaktor verfahre dabei folgendermaflen:

! _ L [ o) — m?)dys?
Ky((g—K/9)?) b Ka(m?) / (K'|s — q)2 — u2 + ie
s? ool ) (2 — m2)du?

= o | P o 69)

und dquivalent fiir den Photonformfaktor. Man erhélt schliellich einen Term
proportional zu s>~% und Terme mit hoheren Potenzen in s; ersterer liefert
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nach Integration von 0 bis 1 einen Beitrag 1/(4 — d) = 1/2¢, die anderen sind
endlich. Es ergibt sich dann:

72 (2 x o (m2) (1 — Ko (m2
G5) = Kféﬂg ) //)2(u2)clu2 - K )(1167T2K2( 2 (3.69)

m2

Fiir o(7) ben6tigt man zwei Parameter: t = s —s' und ¢’ = (s +s' —1)/2. Die
Jacobideterminate ist 1, und die Integrale laufen von 0 bis 1 bzw. von —(1—1t)/2
bis (1 — ¢)/2. Das t'-Integral ergibt also einen Faktor (1 — ¢), die Substitution
k" = kt und die anschlieBende Entwicklung nach ¢ wieder einen divergenten
Term: _

. 2(1 — K3(m?))
o = 1672 '

o(3) liefert einen divergenten Beitrag nur dann, wenn s und s’ gleichzeitig
gegen 0 gehen - bei der Berechnung des divergenten Anteils dieses Terms kann
man sich also auf den Bereich s + s’ < 1 beschriinken. Substituiere s = r¢ und
s’ = r(1—1t); die Jacobideterminate ist 7, und die Integrale laufen ebenfalls von
0 bis 1. Substituiere dann &’ = kr und entwickle nach r; man erhilt wiederum
einen divergenten Term. Dieses iibrigbleibende Integral, das einen quadratischen
Beitrag in der Spektralfunktion liefert, ist allerdings nicht einfach analytisch

(3.70)

auswertbar; schreibe dafiir

KQ
93 = 1672

/ QU2, v2) pa(12) pa (v2) dpi2dn? (3.71)

mit der nicht niher spezifierten Funktion Q(u?, v?).

Wie man sieht, sind die Betafunktion und 4, nur iiber den Faktor K3(0)
von ps abhingig. In beiden tritt dieser Faktor allerdings nur linear auf - eine
Anwendung von PMS gibt hier also kein Extremum. Die Abhéngigkeit von po
ist allerdings um einiges komplizierter:

e3 e*  Ks3(0)

6(6) = 1272 - S?KQ(WLZ) (KQ(m2)(1 - KQ(m2)) + 2(1 - f{2(m2))

+R3(m / QU2 12) pa (1) pa(v )du2dV>

m2

e3 K e3
~ 1on2 K38(7?2) (1 +/p2(l‘2)dﬂ
QU)o (02 pa(v?)dpdu? 1)
L+ [ po(p?)dp?

LK
= o S Flpa) (3.72)
% 62 2
ey = Kféol Fipa), (3.73)

wobei das Funktional F'[ps] durch den Klammerausdruck in der Betafunktion
definiert ist.
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Fiir po(p?) = p3(p?) = 0, also Ko(m?) = K3(0) = 1, erhiilt man die aus

der iiblichen Stérungstheorie bekannten Ergebnisse S(e) = %, Ye(e) =
62

Yoh(€) = 15,2

FAC kann wiederum nicht angewandt werden, da dies die niedrigste nicht-
verschwindende Ordnung ist; bei PMS muf} die Ableitung nach beiden Spektral-
funktionen gleich Null gesetzt werden — da aber K3(0) nur linear vorkommt,
existiert keine Losung fiir dieses Variationsproblem.

_€e”
1672°

Da beide Optimierungsmethoden in dieser Ordnung nicht anwendbar sind,
betrachte die niichsthohere Ordnung (§%¢®). Hierfiir hat man wiederum zwei
Beitrédge. Zunéchst ist die renormierte Ladung:

deg 1o 1 2 2
e= S5 (1— —— 1 ) + 0(5%), 74
Rs(0) <1+2 (l Ks<0>)>+ o o

also hat man

deg ! n n o 1
= e ) — = .
( mm) G 2 G Km0>+ 1)

5263 =1 e2

50 R0 (3.76)
Bef oz €3< 3 1)
pm w2) (3.77)

Auflerdem sind nun auch Graphen mit Einfiigungen der freien Propagatoren in
den inneren Linien zu beriicksichtigen. Dies fiihrt zu folgenden Ersetzungen:

S(q) = L S - Kale®) i~ m)S()

(f —m +ie)Ka(q?)
_ S (fqiqa - 1) (3.78)

— D"Nq)(1 = K3(q))(—gapd” + a2a0) D" (q)

_ v ¢ /¢ o
- @w@HY¥+EMa@><&w% Q'

g
(42 +i€)K3(g?)

D" (q) =

(3.79)
Man kann die Ausdriicke in den Klammern folgendermafien entwickeln:
1 1
_ —1= _ —1=0(¢?), (3.80)
K>(q?) 1+ Ko(m?) [ %

d. h., jede Einfiigung bringt in den zu berechnenden Integralen einen weiteren
Faktor ¢ in den Nenner. Da simtliche Integrale vorher maximal logarithmisch
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divergent waren, liefern also die Graphen mit Einfiigungen nur endliche Bei-
trige zu I1(0) und 3'(m) und damit keine Beitréige zur Betafunktion und den
anomalen Dimensionen.

Insgesamt hat man nun folgende Anderungen:

e3 e3 3e3 K3(0)e?
- S 2O F eICIA 3.81
Ale) 8r2Ky(0) 2472 1672 o]+ gz Fleal - (381)
82 62
1) = 1oy g Flp) (352)
2
e
S N 3.83
W@ = SR (3.83)

FAC fiihrt hier fiir alle drei GréBen sofort auf K3(0) = 1 und damit auf
p3(1?) = 0, also das erwartete Ergebnis: Einbeziehung der Zwei-Loop-Graphen
~ 8%} wiirde ein nicht-pertubatives Ergebnis fiir K3(¢?) ergeben, das im Li-
mes kleiner Kopplungskonstante das iibliche Resultat K3(¢?) = 1 liefert. Uber
K5(q?) erhilt man allerdings keine Aussage!

PMS gibt bei den anomalen Dimensionen keine Lésung, da die Variation
nach K3(0) kein Ergebnis liefert; bei der Betafunktion dagegen hat man die
beiden Gleichungen

op op

- =0; =0 Vp?>m? 3.84
9L5(0) 5?0 P2 (3.84)

zu erfiillen. Dies fiihrt auf

% 2 5 F[p]

K3(0) = Floal' o) O Wtz m (3:85)

Allerdings ist die in F[p] enthaltene quadratische Funktion Q(u?,v?), wie oben
schon erwéhnt, nicht analytisch bestimmbar. Damit ist es also nicht mdoglich,
eine (analytische) Losung fiir dieses Gleichungssystem anzugeben.



Kapitel 4

Zusammenfassung

Bei diesem allgemeinen Ansatz fiir die Wirkung scheint die optimierte §-Ent-
wicklung problematisch zu sein, speziell dann, wenn man versucht, mit renor-
mierten Groflen zu arbeiten. Dies steht im Gegensatz zu den Erfolgen, die in
quantenmechanischen Modellen (z. B. der anharmonische Oszillator) oder mit
einfacheren Ansitzen fiir die Wirkung (z. B. in [8]) erzielt wurden.

In [8], wo der einfache Ansatz versucht wurde, die Wirkung mit einer Kon-
stante zu skalieren, gab es zwar keine grundsétzlichen Probleme, aber die Kon-
stante fiel durch die Renormierung heraus, so dal man die Optimierungsme-
thoden auf renormierte Gréflen nicht anwenden konnte. Allerdings ergaben
sich dort interessante Beziehungen zwischen den renormierten und den nack-
ten Kopplungskonstanten, die beispielsweise gestatten, bereits in Ein-Loop-
Ordnung Aussagen iiber die Trivialitit von ¢*-Theorie, Quantenelektro- und
-chromodynamik zu erhalten.

Diesen Kiirzungen entspricht im allgemeineren Ansatz mit einem Formfak-
tor der Tatsache, daf} sich die Normierung des Formfaktors an mehreren Stellen
herauskiirzt. Deswegen kann man dort die Normierung des Formfaktors frei
wéhlen; es ergab sich, daf§ es fiir die Betrachtung von renormierten Groéfien
praktisch ist, die Formfaktoren am Renormierungspunkt auf 1 zu normieren,
bei der Berechnung der Betafunktion und der anomalen Dimensionen vereinfa-
chen sich die Rechnungen, wenn man bei co auf 1 normiert.

Es ist jedoch immer darauf zu achten, ob die Ergebnisse wirklich unabhéngig
von der Normierung sind! Bei der Betafunktion in der Quantenelektrodynamik
wurde beispielsweise mit der Normierung 1 bei oo gearbeitet, obwohl sich die
Normierung dort nicht iiberall herauskiirzt; eine genauere Untersuchung ergibt
jedoch, dafl sich auch mit dem allgemeineren Ansatz die Ergebnisse nur quan-
titativ &ndern; an der Problematik &ndert sich dadurch nichts.

Wird dagegen der allgemeine Formfaktor-Ansatz verwendet, so bekommt
man schon bei der Renormierung Schwierigkeiten. Diese konnten hier zwar teil-
weise umgangen werden, indem man in den Kopplungs- und Massentermen die
Aufspaltung geschickt wihlte: es wurden zuséitzliche impulsabhingige Funktio-
nen eingefiihrt, die fiir 6 = 1 verschwinden. Ein befriedigendes Resultat ergab
sich dennoch nur in der skalaren Feldtheorie. In der Quantenelektrodynamik
war es dagegen nicht moglich, alle Divergenzen loszuwerden. Dies ist letztlich
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darauf zuriickzufithren, dafl man ¢ als Kopplungskonstante betrachten kann —
man sieht dann leicht, dafl die Theorie fiir allgemeines § nicht renormierbar ist.

In der skalaren Theorie, wo man dann einen endlichen Propagator erhielt,
war nur FAC anwendbar — PMS dagegen fiihrte auf das triviale Ergebnis, daf3
die Spektralfunktion verschwindet und damit der Formfaktor zu eins wird - al-
so zuriick auf die normale Storungstheorie. Fiir den mittels FAC optimierten
Propagator ergab sich dann ein (numerisches) Ergebnis. Dort trat dann al-
lerdings ein merkwiirdiges Ergebnis auf: Obwohl die Kopplungskonstante sehr
grofl gewihlt wurde (¢ = V128m3a; o = 1 = g = 63), ergaben sich kaum
Unterschiede (maximal 2 Prozent) zwischen dem iiblichen und dem modifizier-
ten, optimierten Propagator. Dies scheint der Tatsache zu widersprechen, daf
der optimierte Propagator nicht nur die Terme aus der 1. Ordnung der iiblichen
Storungstheorie enthélt, sondern auch solche aus jeder beliebig hohen Ordnung.
Eine Erklarung hierfiir existiert bisher nicht.

Um den Schwierigkeiten bei der Renormierung zu entgehen, wurden dann in
beiden Féllen auch noch Groflen wie die Betafunktion und die anomalen Dimen-
sionen betrachtet. Hier ergaben sich keine Probleme mit den Divergenzen, und
man konnte die Optimierungsverfahren auf die berechneten Gréflen anwenden.
FAC war in dieser niedrigsten Ordnung (62 bzw. §3) allerdings nicht anwendbar,
da keine andere Ordnung zum Vergleich zur Verfiigung stand. PMS lieferte in
der skalaren Theorie zwar Ergebnisse, diese stimmten jedoch nicht mit denen der
tiblichen Stoérungstheorie iiberein und waren von der Kopplungskonstante un-
abhingig. Also erhilt man auch im Limes kleiner Kopplungskonstante nicht, wie
verlangt, das Ergebnis der iiblichen Stérungstheorie. In der Quantenelektrody-
namik lieferte PMS dagegen iiberhaupt keine Losung, da sédmtliche berechneten
Groflen vom Photonenformfaktor unabhéngig oder nur linear abhéngig waren.
Praktisch dieselben Probleme traten bereits in [10] auf; die Hoffnung, dafl diese
Probleme in einfacheren Feldtheorien als der QCD gelost werden konnen, hat
sich nicht erfiillt.

Ebenso ergaben sich dieselben Probleme, wenn man auch noch héhere Ord-
nungen (5*g2 bzw. 6°g3) beriicksichtigte: PMS lieferte unphysikalische Resulta-
te. FAC dagegen ergab das verniinftige Ergebnis, daf§ der Formfaktor zu eins
wird (im Falle der Quantenelektrodynamik nur fiir den Photonenformfaktor,
iiber den Elektronenformfaktor war keine Aussage méglich). Eine Einbeziehung
der Zwei-Loop-Ordnung und anschlieender Grenziibergang o — 0 wiirde also
nur bei FAC das Ergebnis der normalen Stérungstheorie liefern, wie es auch
sein sollte. PMS dagegen versagt anscheinend — wie auch schon in [10].

Zusammenfassend: Die Anwendung der optimierten é-Entwicklung in einer
moglichst allgemeinen Form st68t in der Quantenfeldtheorie auf grofie Schwie-
rigkeiten. Teilweise konnten sie behoben werden, wie z. B. das Problem der
Divergenz des Propagators in der skalaren Theorie, aber es bleiben immer noch
Probleme offen. PMS ist in vielen Féllen entweder iiberhaupt nicht anwendbar
oder fithrt auf unsinnige Resultate. FAC liefert nichttriviale Ergebnisse. Hier
wiirde eine Zwei-Loop-Rechnung wahrscheinlich interessante, nicht-pertubative
Ergebnisse liefern. Zumindest in der skalaren Theorie wire der Rechenaufwand
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nicht allzuhoch, da man nur die Graphen der iiblichen Stérungstheorie mit
modifizierten Propagatoren auszurechnen hat. In der Quantenelektrodynamik
dagegen erhélt man zahlreiche zusétzliche Graphen aus den String-FEinfiigun-
gen — wie schon in der Quantenchromodynamik wére dort also die Berechnung
hoherer Ordnungen relativ kompliziert.






Anhang A

Ein-Loop-Beitrag zur
Selbstenergie des skalaren
Feldes

Zu berechnen ist der Ausdruck (2.36). Benutzt man die modifizierten Feynman-
Regeln, die in Abschnitt 2.1 dargelegt wurden, und die Dispersionsrelation
(2.12), so hat man:

1 ige Ak z2(M?)
A - L i
(7,57 1") aor(P® — M2 |72 ) @m)d k2 — $2 + e
z(M?)
(p— k)2 — 12 +ie

A6—d . 1 .
— _7r(7r)d/2(p2—M2)Im zo/dx/d k

1
(k2 +2(1 —2)p? —xs? — (1 — 2)t2 + ie)Q} '

(A1)

Hierbei wurde die Normierung z(M?) = 1 benutzt, die Definition (2.8) von
aq eingesetzt und fiir das Integral ein Feynman-Parameter x eingefiihrt. Nach
Ausfithrung des Integrals hat man dann:

2 2 2 MO 2 2 d/2-2
A(p®, s°,t%) = N V) ( >/Imxp+ — 2 —p?)x+1* —ie)
(A.2)
Benutze nun (fiir ¢ > 0):
Tm(—c— ie)#22 = @22 (—1 — je)22 = A2 2qy od/2-2)(~i(m—))
= 260 (d)2 — 2)(— (7 — ) = —c2 2 gin (”2‘1) |
(A.3)

Man muf} in der obigen Formel also das Intervall [z, x3] finden, fiir das
das Polynom z2p? + (5% — 2 — p?)x + t? kleiner 0 wird, zwischen diesen beiden
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Nullstellen dann den Betrag des Polynomes integrieren und das Ergebnis mit
— sin(7d/2) multiplizieren.

Eine Untersuchung des Polynoms ergibt, daf nur fiir p> > (s+4t)? Nullstellen
im Intervall [0, 1] existieren; sie sind dann:

o4t V- (D) - (-1

Ti/2 = 22 2p? (A.4)
Nun ist also:
2 2 2 M6~ d\ . (md 2 2
A(p®,s°,t°) = _WF 2—2)sm 5 O(p” — (s +1)%)
x2 9 9 2 9 d/2—2
-t — t
/ (_12 _ 8 p2 - pg) d.%'(pQ)d/Q_Q. (A 5)

Forme die Klammer folgendermaflen um:

4/2—2
( SR S R t2>/
g2t r, v

2\ d/2—2

und substituiere dann:

p2—s2 442
2p2

JEE) -5
2p? p?
dann ist cos g3 = F1, und das Integral wird:
d/2—3/2
P2 — s2 4 12 2 g ”.d_?’
) /sm ()

d/2-3/2 d
2 2 4.2\%2 2 r(¢—1
pT—s5°+t t 2
= (<2> — 2) \/7?(d). (A.8)
2

x_
COos ¢ =

2p

Hierbei wurde die Betafunktion:

w/2

1
_ a—11 _pu-1 _ 0121 (eos g)2v—1 — LT (W)
B(z,y)_o/dtt (1= )Y 1_2O/d9( 0P (cost) ! = [

(A.9)
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fir z = d/2 — 1, y = 1/2 verwendet.
Setzt man dies oben ein, so erhilt man schliefilich das in Abschnitt 2.4
angegebene Ergebnis:

—MOAg3dg(p? — (s +1)?)  (7d d
M%) = e M(];)(ngd/;l) b (2> g (2 - 2)

(e —
. (2 ) (p4 _ 2p2(82 + t2) + (82 _ t2)2)d/273/2.

(A.10)






Anhang B

Numerische Losung der
Integralgleichung fiir die
Spektralfunktion des skalaren
Propagators

Die relevanten Gleichungen sind:

K(¢*)Re 2(¢%)

2y

L) = al—aRe&(qz)

K@) = K@ MM+ 2 K(q 0 5)p(s)ds?
4M?2

b [ KR ()5 dst e
AM?2
A(g?, s2,12)
P2 — M2
0% — (s +1)?)
69T (% — A2)2 ¢

K(q2,52,t2) =

p4 _ 2p2(52 + t2) + (52 _ t2)2)3/2

o0 2
Re z(qQ) = 1+ (q2 — MQ)P/ 5(3 )deQ
i q p
Reols?) = (- 2P| S hap (B.1)

Gehe nun zunichst zu dimensionslosen Groflen iiber:

P/M? = q; $2/M? — s, dg® — M3dg;. ..
M?p(g?) — pla); MPK (p?, 8%, 1%) = K(p,s,1);... (B-2)
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AnschlieBend bilde das Integrationsintervall [4M?2 0c0) auf [0,1) ab:

qt/(=z) . _ qg=dq= 4 de; 40y .= P

(1—x
o(w) = pla); mre(s) = Rex(q);  k(z,u,0) = K(q,5,%)
sigmal(x) := Red(q); kl(x):= K(q); (B.3)

Die Terme in K (¢?) tragen bei fiir ¢> > 4M?, > 9M? bzw. > 16M?. Nach der
Variablensubstitution werden diese Grenzen zu x > 0, > 5/9 bzw. > 3/4.

Die Iteration wird mit 7(z) = 0 gestartet; im ersten Schritt erhélt man also
die Selbstenergie (sigmare0(z) und sigmaimO(z)) der normalen Storungstheorie.

In jedem Iterationsschritt wird fiir & Stiitzstellen x; (hier: h = 100) zunéchst
zre(z;) und klh(x;) berechnet; aus zweiterem wird dann kl(x) interpoliert.
Damit kann dann das Hauptwertintegral fiir sigmal(x;) ausgerechnet werden
und aus allen diesen Groflen schliefllich rh(z;). Mit dem mittels Interpolation
hieraus gewonnenen neuen r(z) kann dann der néchste Iterationsschritt begon-
nen werden. Das jeweils vorherige r(z) wird zu rold(z); ein Vergleich der beiden
kann verwendet werden, um die Abbruchbedingung fiir die Iteration festzule-
gen. Hier wurde als Bedingung gewihlt, daf die relative Anderung der Funktion
r(x) in diesem Iterationsschritt auf dem gesamten Intervall kleiner als 0,1% war
(s. Abb. B.1)

Nach beendeter Iteration (hier: 33 Schritte) kann nun zre(z) (also Re z(¢?))
mittels des Hauptwertintegrals iiber r(z) berechnet werden, was hier fiir ¢> >
0.25 (entsprechend x > —15) getan wurde. Auflerdem wird aus sigmare0(x) und
sigmaimO(z) nun das Ergebnis der normalen Stérungstheorie fiir die Spektral-
funktion r0(x) berechnet und schliefilich die Differenz der beiden Spektralfunk-
tionen.

r33) () /r(32 (g) — 1

Abbildung B.1: Relative Anderung von r(z) im letzten Iterationsschritt

Auf der néchsten Seite ist das komplette Mathematica-Programm darge-
stellt, mit dem diese Rechnungen durchgefiihrt wurden.
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