Wichtiges zur Analytischen Geometrie (und L GS)

Determinanten:

Fur 2x2- und 3x3- Matrizen gilt jeweils: Die Determinante ist dieu8me der) Hauptdiagonale(n),
d.h. links oben nach rechts unten minus die (Sum@ngNebendiagonale(n), d. h. links unten nachtsech
oben. Bei3x 3 - Matrizen muss man vorher noch mal die ersten besgmlten rechts daneben schreiben:
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Cramer’'sche Regel (Determinantenverfahren):
Die Losungen eine&x 2 - LGS ergeben sich fur B0 folgendermalien: %; X = %

D ist dabei die Determinante der Koeffizientenmatid; bzw. D, die Determinante der Matrix, die
entsteht, wenn man in der Koeffizientenmatrix digteebzw. zweite Spalte durch die konstanten Zahlen
der rechten Seite ersetzt.
- . . 2 -1 3 2 -
Beispiel: Flir 2x+ 3% =-1und —x+4x%=2istD = , D= , D= .
-1 2 -1 2
Ahnliches gilt bei3x3-LGS.

Das Verfahren ist i.A. zu umstandlich; wichtig aber: ein LGS ist genau dann eindeutig bzw. nicht
eindeutig l6sbar (d.h. keine oder unendlich viebsuingen), wenn D ungleich bzw. gleich O ist.

Lage von Vektoren zueinander:
» Zwei Vektoren (bzw. ihre Reprasentanten) sind pelréfollinear), wenn sie Vielfache voneinan-
der sind (alternativ: wenn ihr Vektorprodukt gleiBhist).
» Zwei Vektoren bzw. ihre Reprasentanten) sind seritreueinander, wenn ihr Skalarprodukt
gleich 0 ist (siehe Formelsammlung!).

« Einen Vektor, der zu zwei gegebenen Vekto@rund b senkrecht ist, erhalt man aus dem
Vektorprodukt der beiden Vektoren (siehe Formelsamagi).

» Drei Vektoren (bzw. ihre Reprasentanten) liegenenselben Ebene (sind komplanawenn ihr
Spatprodukt gleich 0 ist; &quivalent: wenn die Dmiaante der3x3-Matrix aus den drei
Vektoren gleich O ist.

Vektor-/Kreuz- und Spatprodukt:
+ Der Flacheninhalt eines von den Vektoranund b aufgespannten Parallelogramms ist gleich
|axb|. (sind die Vektoren zweidimensional, so ist digieich der Determinante der
2x2—Matrix aus den beiden Vektoren)
+ Das Volumen eines von den Vektoranb und ¢ aufgespannten Spats ist gle‘(mx B)o C

. Dies

ist gleich der Determinante d8k 3 - Matrix aus den drei Vektoren.
« Das Volumen einer von den Vektorénb und ¢ aufgespannten vierseitigen Pyramide ist gleich

%‘(ﬁx 6)0 gl = %‘det(é; b; 61 .




Vorsicht: sind die Eckpunkte A, B, C, ... gegeben, sind a,b, ¢, .. nicht gleich der
Ortsvektoren dieser Punkte, sondern esayit AB usw.!

Geradengleichung aufstellesiehe Formelsammlung!

aus Punkteschar: Ortsvektor hinschreiben, auftéfidionstanten Vektor plus Parameter mal konstanten

Vektor

Ebenengleichungen aufstellen:

Parameterform: siehe Formelsammlung!
Normalenform:
o Normalenvektorri als Vektorprodukt der beiden Richtungsvektoterund v berechnen

(diese erhalt man aus den Punkten z. Bliath -a, V=¢-4a)
o in Formel aus Formelsammlung einsetzen
Koordinatenform:
o entweder erst die Normalenform aufstellen (s.@hnddie Klammer auflésen
0 oder i berechnen, dann die Gleichung in der Forpy i+ mpx2 + ngxz + ¢ = 0 hin-
schreiben, dann einen Punkt einsetzen und daneitecbnen
Beachtee Die Koeffizienten a, b, ¢ (siehe Formesammiung) sind die Koordinaten des
Normal envektors!

Geradenscharein Prifungen kommen eigentlich nur zwei Falle vor:

Geradenbuschel: alle Geraden gehen durch dendeib¥t; erkennt man i. A. daran, dass nur der
Richtungsvektor von einem Parameter abh&ngt, rabler der Aufpunkt (dieser ist dann der
Bischelpunkt); um die Ebene zu finden, in der @éFaden liegen, nimmt man als Aufpunkt den
Buschelpunkt und teilt den Richtungsvektor in zWektoren auf (ein Parameter der Ebene ist
also dann der Scharparameter der Geradenschar)

Parallelenschar: alle Geraden sind parallel zuel@anerkennt man i. A. daran, dass nur der
Aufpunkt von einem Parameter abhangt, nicht abeRightungsvektor; die Aufpunkte liegen i.
A. auf einer sogenannten Tragergeraden, deren l@iegc man findet, indem man die
Aufpunktschar in eine Geradengleichung umschreitt;die Ebene zu finden, in der alle Geraden
liegen, nimmt man als Aufpunkt den Aufpunkt einaar@&len der Schar zu einem beliebig selbst
gewahltem Parameterwert, als Richtungsvektorereresstien Richtungsvektor der Schar und
zweitens den Richtungsvektor der Tragergeraden

Lagebeziehungen:

Gerade zu Gerade: zunachst Uberprufen, ob die WRighvektoren parallel sind (Vielfache
voneinander); wenn ja: Uberprifen, ob der Aufputédt einen auf der anderen Gerade liegt (ja:
identisch; nein: echt parallel); wenn nein: Ubefgnii ob die beiden Richtungsvektoren und der
Vektor von einem Aufpunkt zum anderen komplanad gin B. mit Spatprodukt/Determinante;
wenn ja: Schnitt; nein: windschief) — oder einfagihsuchen, den Schnittpunkt auszurechnen!
Ebene zu Ebene (beide in Koordinatenform): zunadhsrprifen, ob die Normalenvektoren
parallel sind (Vielfache voneinander); wenn ja: npoéfen, ob die Gleichungen Vielfache
voneinander sind (ja: identisch; nein: echt paballgenn nein: Schnitt (senkrechter Schnitt, wenn
Normalenvektoren senkrecht zueinander)
Gerade zu Ebene (in Koordinatenform): zunachstpibiéen, ob der Richtungsvektor senkrecht
zum Normalenvektor steht (Skalarprodukt = 0); wean Uberprifen, ob der Aufpunkt der
Geraden in der Ebene liegt (ja: Gerade in Eben@): recht parallel); wenn nein: Schnitt
(senkrechter Schnitt, wenn Richtungsvektor und Nabemvektor parallel)
Gerade zu Koordinatensystem:

o Ursprungsgerade, wenn Ursprung in Gerade liegts(@ktor des Aufpunkts ist dann ein

Vielfaches des Richtungsvektors)



o

1) (0 0
Uberprifen, ob Richtungsvektor parallel z@ |, | 1| oder| O | ist (geht nur, wenn zwei
0) \O 1

der Komponenten gleich 0 sind); wenn ja: parallelentsprechender Koordinatenachse;
wenn zusatzlich Ursprungsgerade: identisch zu Koatdnachse

1) (O 0
Uberprifen, ob Richtungsvektor senkrecht 84, | 1| oder| 0| ist (geht nur, wenn eine
0) (O 1

der Komponenten gleich 0O ist); wenn ja: parallelenisprechender Koordinatenebene;
wenn zusatzlich Ursprungsgerade: liegt in Kooraginabene (sieht man auch schneller:
wenn eine Koordinataller Punkte auf der Geraden immer gleich O ist, daagt Idie
Gerade in einer Koordinatenebene)

Ebene zu Koordinatensystem:

o

Schnitt:
Gerade mit Gerade:

o

o

Ursprungsebene, wenn Ursprung in Ebene liegt (Kamst in Ebenengleichung (in
Koordinatenform) ist dann gleich 0)

1) (0 0
Uberprifen, ob Normalenvektor parallel gQ|, | 1| oder| Q| ist (geht nur, wenn zweli
0) (O 1

der Komponenten gleich 0 sind); wenn ja: parallelentsprechender Koordinatenebene;
wenn zuséatzlich Ursprungsebene: identisch zu Koatdnhebene

1) (O 0
Uberprifen, ob Normalenvektor senkrecht/ 2, | 1 | oder| O | ist (geht nur, wenn eine
0) (O 1

der Komponenten gleich 0 ist); wenn ja: parallel entsprechender Koordinatenachse;
wenn zuséatzlich Ursprungsebene: Koordinatenachgeih Ebene

(rechte Seiten der) Gleichungen gleichsetzen, dataBS fir die beiden Parameter
aufstellen und I6sen, einen der Parameter in dspeechende Geradengleichung einsetzen
Schnittwinkel: in die Formel fir den Winkel zwisech®ektoren (siehe Formelsammlung)
die Richtungsvektoren einsetzen, au3erdem BetrBgramum (das sorgt dafur, dass der
oV

Winkel zwischen 0° und 90° liegt), alsoosg = |———
i |0V

Ebene mit Ebene (beide in Koordinatenform):

o

das unterbestimmte (2x3)-LGS l0osen; eine der Véeraist frei wahlbar, wahle diese als
Parametel und berechne damit die anderen beiden Koordindiergrei Gleichungen fur
X1, X2, X3 kann man dann als eine Geradengleichung schreiben

Schnittwinkel: in die Formel fir den Winkel zwisech®¥ektoren (siehe Formelsammlung)
die Normalenvektoren einsetzen, aulerdem Betragnauin (das sorgt dafur, dass der
N on,

Winkel zwischen 0° und 90° liegt), alsoosg = |—————
|n, 100A; |

Schnittgerade von Ebenenscharen: unterscheide

o

Gerade ermitteln, in der sich alle Ebenen schne{dem. es ist schon vorgegeben, dass
sich alle in derselben Gerade schneiden!): zweinBbeder Schar zu selbst gewahlten
Parameterwerten (besonders einfache wahlen!) rardigr schneiden

zeigen, dass sich alle Ebenen der Schar in einexd@echneiden:



= zwei allgemeine Ebenen (Parameteruad a) miteinander schneiden und dann
zeigen, dass die Schnittgerade nicht mehr yamd a abhangt
= oder: eine allgemeine Ebene (Parameter a) und zineinem selbst gewahlten
Parameterwert miteinander schneiden
= oder: zwei Ebenen der Schar zu selbst gewahlteanfedaerwerten miteinander
schneiden und danach noch zeigen, dass die siebarde Schnittgerade in allen
Ebenen der Schar liegt
* Gerade mit Ebene (in Koordinatenform):
o0 Geradengleichung (bzw. die drei Gleichungen fer %, x3) in die Ebenengleichung
einsetzen, Gleichung fir den Parameter l6sen, Raeanin die Geradengleichung
einsetzen

don
|a[dn|
senkrecht auf der Ebene steht)
e Gerade mit Koordinatensystem: Gerade mit den Koatdnebenen schneiden, d. h. nacheinander
jeweils x = 0 bzw. % = 0 bzw. ¥ = 0 setzen, den entsprechenden Wert des Parameters
ausrechnen und damit dann jeweils die anderen é&iderdinaten
* Ebene mit Koordinatensystem:
o Ebene mit den Koordinatenachsen schneiden, d.dnenaander jeweils;x= x, = 0 bzw.
X1 = X3 = 0 bzw. % = X3 = 0 setzen und die jeweils fehlende Koordinatesrezthnen®
Spurpunkte (alternativ: Achsenabschnittsform veidesn vgl. Formelsammlung)
o0 aus den Spurpunkten (und evtl. Parallelitat zu Ho@tenachsen / -ebenen) kann man die
Spurgeraden erhalten
o alternativ: Ebenen mit den Koordinatenebenen sdeme(nacheinander jeweils x 0
bzw. % = 0 bzw. % = 0 setzen® jeweils eine Gleichung mit zwei Variable® eine
Variable frei wahlbar, gleich Parameter setzen, aGengleichung aufstelleny®
Spurgeraden
» geometrische Interpretation von LGS: jede lineateidBung mit 2 Variablen beschreibt eine
Gerade imR? das Losen eines (nx2)-LGS entspricht also denh&udes Schnittpunkts von n
Geraden; jede lineare Gleichung mit (bis zu) 3 &talen beschreibt eine Ebene Rii; das Lésen
eines (nx3)-LGS entspricht also dem Suchen desitBuinmkts von n Ebenen
» Schnitt von 3 Ebenen (also Ldsen eines (3x3)-LGSMbglichkeiten, siehe entsprechendes Blatt

0 Schnittwinkel: sin¢ =

(hier sin notig statt cos, da der Normalenvekior |

» Lotgerade von Punkt auf Ebene: Punkt als AufpuNkitmalenvektor als Richtungsvektor; den
LotfuRpunkt R erhalt man als Schnittpunkt der Lotgerade mitElsene

* Lotebene durch Punkt zu Gerade: Punkt als AufpuRiktitungsvektor als Normalenvektor
» Lotgerade von Punkt P auf Gerade: allgemeinen PBnkuf der Geraden hinschreiben; Vektor

P—PA berechnen) so berechnen, dass dieser Vektor senkrecht zuhtuRigsvektor der Gerade

ist; die Lotgerade geht dann durch den Punkt Pdamdentsprechenden Punkt(® Lotfu3punkt
PL)
* Lotgerade zu zwei windschiefen Geraden: allgemétnekte R bzw. Q, auf den Geraden

hinschreiben; Vektor?,Q, berechnen) und p so berechnen, dass dieser Vektor senkrecht zu

den Richtungsvektoren der Geraden ist (jeweils @8gabdukt gleich 0; (2x2)-LGS l6sen!); die
Lotgerade geht dann durch die beiden Punktdv. Q zu den entsprechenden berechneten
Werten

Abstande:
* Punkt P zu Ebene E: Lotgerade aufstellen, mit Elseh@eiden; d(E;P) ﬁ_‘ (oder Hessesche

Normalenform verwenden, s. Formelsammlung)
» Gerade g zu Ebene E (g||E): beliebigen Punkifi§ vdhlen (z. B. Aufpunkt); d(E;g) = d(E;P)



Ebene F zu Ebene E (F||E): beliebigen Punki E awahlen; d(E;F) = d(E;P)
Punkt P zu Gerade g:

0 Lotgerade oder Lotebene aufstellen, LotfuR3punkeritteln; d(g;P) =‘P—PL>‘

o oder allgemeinen Punkt)Pauf der Geraden aufstellen; Vektor vop Bum Punkt P
aufstellen; Betrag dieses Vektors berechnen, gerair#® quadratische Funktion voky
Minimum dieser Funktion suchen (mit Scheitelform eodDifferenzialrechnung);
entsprechenden Wert vanwieder einsetzen (Lotful3punkt B PB)

o oder allgemeinen Punkt)Pauf der Geraden aufstellen; Vektor vop Bum Punkt P
aufstellen; dieser Vektor muss senkrecht zum Ritdguektor der Geraden stehen (Skalar-
produkt = 0); aus dieser Bedingung ergibt skc(Anmerkung: das ist im Prinzip genau
dieselbe Rechnung wie mit einer Lotebene!)

o oder Formel verwenden: d(g;P) ‘éo X@‘, wobei A der Aufpunkt von g undi, ein

Einheits-Richtungsvektor von g ist
Gerade h zu Gerade g (g||h) : beliebigen Punktf axéhlen (z. B. Aufpunkt); d(g;h) = d(g;P)
(oder umgedreht)

windschiefe Geraden: Punktg Bzw. Q, ermitteln (s. 0.); d(g;h) %PAQA,‘

Projizieren auf Ebene und Spiegeln an Ebene:

Punkt P: Lotgerade aufstellen, mit Ebene schnet®eprojizierter PunktP = LotfuRpunkt P;
zugehdrigen Parameterwert verdopp@inSpiegelpunkt P’
Gleichung der Spiegelebene zu vorgegebenen Puiktend P’: Aufpunkt ist Mittelpunkt der

Strecke [PP’] (Mittelwerte der Koordinaten nehmemRichtungsvektor ist (Vielfaches voiP'
Gerade g:

0 ¢ schneidet Ebene nicht senkrecht: SchnittpunkesSitomen; beliebigen Punkt P von g
(z. B. Aufpunkt; darf nicht in E liegen!) auf Ebepeojizieren bzw. an Ebene spiegeln;
projizierte Gerade geht durdh und S, gespiegelte Gerade geht durch P’ und S

0 g || Ebene: Aufpunkt A auf Ebene projizieren bzw Edbene spiegeln; projizierte Gerade
geht durchA , gespiegelte Gerade geht durch A’; Richtungsvektaile gleich

0 g ist senkrecht zur Ebene: gespiegelte Geradaestewg, Projektion ist Schnittpunkt

0 g liegtin Ebene: gespiegelte und projizierte Gersidd beide wieder g

Ebene E:(sollte nicht vorkommen!)

o E schneidet Ebene nicht senkrecht: Schnittgeradesimmen; beliebigen Punkt P der
Ebene, der nicht zu s gehdrt, an Ebene spiegebpiegelte Ebene enthalt s und geht
durch P’; projizierte Ebene ist gleich der Eben#,dche projiziert wird

o0 E || Ebene: beliebigen Punkt P an Ebene spiegespiegelte Ebene geht durch P’ und hat
selben Normalenvektor; projizierte Ebene ist glaleh Ebene, auf die projiziert wird

0o E senkrecht zur Ebene: Schnittgerade s bestimmespigpelte Ebene ist gleich E,
Projektion ist gleich s

Spiegeln an Gerade(sollte nicht vorkommen!)

im Prinzip entsprechend, nur eben immer fur's sgiegon Punkten die entsprechende Lotgerade (oder
Lotebene, geht beides) zur Geraden benutzen

Spiegeln an Punkt Z: (sollte nicht vorkommen!) ZP'=-ZP bzw. PP'=2[PZ verwenden




Lineare Unabhangigkeit:
Wenn man n Vektoren mit jeweils n Komponenten lggit; Die Vektoren sind genau dann linear
unabhangig, wenn die Determinante der Matrix, die des Vektoren gebildet wirdjngleich 0O ist.
Beachte: wenn die Anzahl der Vektoren ungleich Alezahl der Komponenten ist, dann ist die Matrix
nicht quadratisch, und man kann keine Determindm&eschnen; in diesem Fall muss man auf die
allgemeine Definition der linearen Unabhangigkeitick greifen (siehe Formelsammlung).
Spezialfalle:

« FUr zwei Vektoren bedeutet ,linear abhangig” dasselie kollinear (also parallel; Vielfache!).

* FuUr drei Vektoren bedeutet ,linear abhangig” dass&lie komplanar (also Spatprodukt = 0).

Basis und Dimension:

« Eine Basis ist ein linear unabhangiges Erzeugengts, d. h. eine Menge von linear
unabhangigen Vektoren, die den ganzen Vektorraufspanont, d. h. man kann jeden Vektor
eindeutig als Linearkombination von ihnen darstelBie Anzahl der Basisvektoren ist fir jeden
gegebenen Vektorraum jeweils gleich und heil3t direddsion des Vektorraums.

« Eine gegebene Menge von Vektoren bildet eine BEs®R", wenn es genau n linear unabhangige
Vektoren sind (Uberprifen z. B. mit Determinante).

« Um einen Vektorb beziiglich einer Basig,, a,,...,a, darzustellen / seine Komponenten beziig-
lich dieser Basis zu ermitteln, muss man ihn alearkombination der Basisvektoren darstellen:
b=Aa +A,a,+...+A &
Dies fuhrt auf ein lineares Gleichungssystem, desésungem, Ay, ..., A, die gesuchten Kom-
ponenten sind.

Produkt von Matrix und Vektor:

Eine (nxm)-Matrix multipliziert man mit einem Vektamit m Komponenten, indem man jeweils
Skalarprodukte von allen Zeilen der Matrix mit démektor bildet; Beispiel fiur (3x3)-Matrizen und
Vektoren mit drei Komponenten (s. Formelsammlung (&x2)-Matrizen und Vektoren mit zwei
Komponenten):

2 4 3)(x 2Xx+4y+3z
-1 -3 2|0y|=|—-x-3y+2z
0O 2 1)\z 2y+z

Damit kann man dann z. B. das LGS
2X+4y+32=2

—-X—-3y+2z=5
2y+z=-1
auch folgendermal3en schreiben :
2 4 3)(x 2
-1 -3 2|0y|=| 5
0 2 1)\z -1
bzw. kurz als
A-X=¢C

aus der Elementargeometrie:
* Ein regelmafdiges Sechseck kann immer in sechshgkgitge Dreiecke zerlegt werden. Deshalb
ist der Abstand der Eckpunkte zum Mittelpunkt (ader Umkreisradius) immer gleich der

Seitenlénge a, und fir den Flacheninhalt folgt: A@Q—gaz =%x/§a2.

* Bei einem Kegel ist m (die ,Mantellinie*) der Absi der Spitze zur Kreislinie der Grundflache.

Mit dem Satz des Pythagoras folgt: mv¥? + h? . Fir die Oberflache gilt: O = M + G Am +
% = 11 (M+r).



