Wichtiges zur Analysis

Definitionsmengehier ist zu beachten:

» das Argument eines Logarithmus muss positiv s@ehé dazu auch ,Ungleichungen I6sen®!)
* Der Nenner eines Bruchs darf nicht gleich 0 sein.

grundlegende Grenzwerte:
» gebrochenrationale Funktionen flrx+co (vgl. Blatt ,Asymptoten bei gebrochenrationalen
Funktionen®):
o Zahlergrad < Nennergrad: Grenzwert 0

3y a . , -
o Zahlergrad = Nennergrad: Grenzw%ﬁ (Quotient der Leitkoeffizienten)
n
o Zahlergrad > Nennergrad: Funktionsterm mittels Romgdivision in eine Summe aus
einer ganzrationalen Funktion und einer echt géteoationalen Funktion umschreiben;
der Grenzwert der echt gebrochenrationalen Funksiosiann immer 0

 lime*=w; lime* =0; entsprechend furé(kurz, aber mathematisch nicht ganz korrekt:

X — 00 X— —00
e = e =0); liminx=co; liminx=—-co (Inco=c0;IN0=-c0)
X

X — 00

» da € und In x stetig sind, kann man hier erst mal deen@wert des Arguments berechnen und

2 2
daraus den Grenzwert der ganzen Funktion folgef,: 2im In( X J: —oo, dalim X -0
x-0 | X+ Xx-0X+6

) ) 2X
und limIn x =—o0 ; oder lim In
X-0 X = 00 X+ 6

e w+C=0w+mw=0; Clo=0c0 flirc>0bzw.=—-0w flirc <0;w[cw =0

j:InZ,daIim 2X =2
X—o00 X+

. L= 0; %: oo oder=—-co (i. A. links- und rechtsseitigen Grenzwert untéesden!)
(0]

Regel von de L'Hospital: (lim nicht vergessen!!!)

. steht fur> und fUr% in der Formelsammlung
(00]

* ist auch fur 60 anwendbar, indem man das Produkt als Quotienesithfdabei i. A. & nach

unten, In nach oben): Z. B. lim x@™ = lim - = lim 1. 0 oder

X — 00 x—0 @X dH x- 0 gX
1
X

. . Inx _ .
lim x0nx = lim—= = lim—— =lim(-x)=0,
x-0 X-0 x " dHx-0—x" x-0

e st oft auch flr o—-c anwendbar, wenn man geeignet ausklammert: z.liB.(x—InXx)

X - 00
1
= lim x[ﬁl—'”—xj = 0 [ﬁl— lim '”—Xj = o EEl— lim 1] =0 [(l-0) = o
X 00 X X-o X JdH X—o ]

einige oft vorkommende Grenzwerte, die man so herat kann, stehen auch in der Formelsammlung:
(jeweils r > 0)
r

o lim X—:O, d. h. die Exponentialfunktion geht fix — c schneller gegerw als jede
X— e
eX
positive Potenz; umgedreht folgt autiin — = co

X — 00 X



In x

o lim——=0, d. h. die Logarithmusfunktion geht fik -  langsamer geger als jede
X—>0 ¥
r
positive Potenz; umgedreht folgt autm IX =00
x-o [N X
0 Iirrg)(xr (n x):O; das kann man auch schreiben EITBOm—_i(:O, d. h. die Logarithmus-
X— X — X

funktion geht firx — 0 langsamer gegen « als jede negative Potenz

Asymptoten und stetig behebbare Definitionslicken(siehe auch das entsprechende Blatt)

Gilt lim f(x) = ¢ mit clJR, so hat der Graph die waagrechte Asymptote (miGdeichung) y =c

X — oo

Gilt lim f(x) = £, so kann man Uberprifen, ob man f(x) als Summesengs linearen Funktion

X — Foo

und einer Funktion g schreiben kann (also f(x) =#rb¢ g(x)), fur die lim g(x) = 0 gilt; wenn ja,

dann hat der Graph die schrage Asymptote (mit digickung) y = mx +t
o Beispiel 1. gebrochenrationale Funktionen mit Z&jried gleich Nennergrad + 1; nach
Polynomdivision ergibt sich eine lineare plus ettt gebrochenrationale Funktion
0 Beispiel 2: f(x) = 2x — 1 +@ hat schrage Asymptote y = 2x — 1, dae O flr x— o
Gilt lirrx10 f(x) = ¢ (wobei % eine Definitionsliicke ist!) mit einer beliebigegetlen Zahl ¢, dann ist

Xp eine stetig behebbare Definitionslicke. Dies Kagingebrochenrationalen Funktionen nur dann
auftreten, wenn xeine Nullstelle von Zahler undenner ist; man muss dann versuchen, ob man
den zugehdrigen Faktor (x -o)xvollstandig herauskirzen kann. (vgl. Blatt ,Déiionslicken”

bei den gebrochenrationalen Funktionen)

Gilt lingof(x) = t oo (wobei % eine Definitionslicke ist!), dann isg gine Polstelle. Dies kann bei

gebrochenrationalen Funktionen nur dann auftreteemn » eine Nullstelle des (vollstandig
gekurzten!) Nenners, aber keine Nullstelle desl¢ténhdig gekiirzten!) Zahlers ist.

Bruchgleichungenlidst man, indem man zunéchst mit dem Hauptnenméirpiiziert und kirzt

Ungleichungen l6sen:

zunachst die Ungleichung so umstellen, dass réchiisht

dann die zugehdrige Gleichung losen; aul3erdem Defisliicken des Terms bestimmen

mit Hilfe dieser Ergebnisse eine Vorzeichentabelldstellen (beachte: das Vorzeichen kann
sowohl bei Nullstellen als auch bei Definitionslgaokwechseln!) oder den Graph skizzieren

oft kann man auch ohne Vorzeichentabelle direktsAgen Uber das Vorzeichen von Zahler und
Nenner machen (vgl. Blatt ,Wie Uberprift man derW2iner Funktion an einer Nullstelle?*)

Integration: (siehe auch die Blatter ,Ubung zu den Integratimtgein“ und ,Integrieren von
Quotientenfunktionen®)

Bei unbestimmten Integralen (keine Zahlen am Irizgichen) ist das Ergebnis eine beliebige
Stammfunktion plus C (!), bei bestimmten Integral€bahlen am Integralzeichen) und
Integralfunktionen (eine Zahl und eine Variable brtegralzeichen) schreibt man eine beliebige
Stammfunktion (plus C nicht noétig) in die eckigefaimern mit den Grenzen hinten dran und
berechnet dann ,obere Grenze minus unter Grenze®.

Flachenstiicke Uber der x-Achse mit +, Flachen wgerx-Achse mit — berechnen (oder einfach
den Betrag nehmen); wenn es mehrere Nullstellent, gdrles Flachenstick einzeln mit
entsprechendem Vorzeichen berechnen

Bei Flachensticken zwischen Kurven immer Uber ,ebEBunktion minus untere Funktion®
integrieren; dabei erst die Differenz ausrechned wareinfachen, dann die Stammfunktion
bilden! Wenn es mehrere Schnittstellen gibt, jeBE&henstick einzeln berechnen und jeweils
darauf achten, welcher Graph oben liegt (oder eimjaweils den Betrag nehmen).



allgemeine Regel (Formelsammlung!): Ist F(x) einan8nfunktion zu f(x), dann is% F(ax+b)
eine Stammfunktion zu f(ax+b); Beispiele:
o eine Stammfunktion zu cos(ax+b) issin(ax+b)

ax+b

o eine Stammfunktion zJ*&"ist Le
. . n +1 .
o eine Stammfunktion zgax+b)" ist 1L (ax+b)"" (fur nORY-1})

a n+
bzw. L In |ax+b| (fur n=-1)
o eine Stammfunktion zu In(ax+b) igt ( (ax+b) In(ax+b) — (ax+b) )
gebrochenrationale Funktionen, bei denen der Nemmeeine Potenzfunktion ist, teilt man auf in
eine Summe von Briichen und integriert jeden einzeln
bei anderen gebrochenrationale Funktionen, beirdeee Zahlergrad groRer oder gleich als der

Nennergrad istfiihrt man erst mal eine Polynomdivision durch!!! @s wird STANDIG falsch
gemacht, also passen Sie hier gefalligst auf!!!)

die Regelj%dx =In |f(x)| + C ist oft hilfreich(evtl. erst geeignete Konstante vor’s Integral
X

2
2+1dx H v d ——j(x +£dx=%ln‘x2+ﬂ+c

Zwei Integrationsregeln, die man melst automatisamutzt:
o [(f+g)dx={ fdx+[gdx ,Summenregel*

ziehen!) Beispiel: |

o] j(c Df)dx: c[j f dxfir alle dJR (konstante Faktoren kann man vor das Integeden)

zwei Regeln, die im Lehrplan stehen, aber in Prgémbisher nicht vor kamen:

o [a¥dx=[e"dx=;Le"*+C=La*+C

o [log, xdx:jlnxdx: xUnx=x, - x[log, X -——+C

Ina Ina Ina

Stellt eine Funktion f die Abhangigkeit einer Groiien Ort oder von der Zeit dar, so gibt ihre
Ableitungsfunktion die lokale bzw. momentane Anchgysrate dieser GroRe an; entsprechend
ergibt das Integral Uber die Anderungsrate eineiR@rdie gesamte Anderung dieser GroRe
(Beispiel: Das Integral zwischen den Zeiten ,1 Tagt ,4 Tage* Uber den Gewichtsverlust pro
Tag ergibt den gesamten Gewichtsverlust zwischemXeaund dem 4. Tag.)
Der Mittelwert einer Funktion f in einem Interv§di;b] ergibt sich mit der Formel

_ b
f =] f(Xdx
a

b
(Herleitung: A :j f (XYdx; Rechteckflache gleicher GroRe: AEb-a); alternativ: f =
a

mittlere Anderungsrate von F (da f = F’), alsb= 4E = Fb)- F(""))

Monotonie:

1. Ableitung gleich Null setzen (Stellen mit waadreer Tangente), x-Werte berechnen; wenn die
1. Ableitung ein Bruch ist: auch Nullstellen desnNers berechnen
Graph skizzieren oder Vorzeichentabelle machenheraus zu bekommen, wo die 1. Ableitung
positiv bzw. negativ ist; dabei kann man oft Z@dien, wenn man sich erst mal tberlegt, welche

X —
Faktoren des Terms sowieso immer positiv / immeatie sind (Beispiel: iw sind &

X

und X fiir alle xJID positiv, also muss man nur noch das Vorzeichen(xenl) ermitteln (vgl.
Blatt ,Wie Gberpruft man den VZW einer Funktion @iner Nullstelle?*)
Ist f'(X) < 0 bzw. > 0 in einem Intervall ]a;b[, déallt bzw. steigt G streng monoton in [a;b]; die
Grenzen werden also eingeschlossen! Ausnahme: &rexiizd Definitionsliicken odeit o ; diese



immer ausschlielBen! Aul3erdem beachten: Ist f '<z@.> 0 auf einer Zahlenmenge, die eine
Definitionsliicke enthalt, so muss man diese Mengfeeiden in die beiden Bereiche links und
rechts davon! (Beispiel: fiir f(x) =Xist f(x) = =X < 0 in ganZR\{0}; daraus folgt aber nicht,
dass Gin ganzR\{0} streng monoton fallt, sondern nur, dass j@veils in R~ und R™ streng
monoton fallt!)

Krimmungsverhalten:

2. Ableitung gleich Null setzen (,Flachstellen“y;Werte berechnen; wenn die 2. Ableitung ein
Bruch ist: auch Nullstellen des Nenners berechnen

Graph skizzieren oder Vorzeichentabelle machenharaus zu bekommen, wo die 2. Ableitung
positiv bzw. negativ ist; dabei gilt dasselbe we der Monotonie

Ist f ”(x) < 0 bzw. > 0 in einem Intervall Ja;bgo ist G in [a;b] rechts- bzw. linksgekrimmt; die
Grenzen werden also eingeschlossen! Auch hiedgdselbe wie bei der Monotonie.

Extremwertprobleme:

Man kann nicht viele allgemeine Tipps geben, abmen®ll ist eigentlich immer:

allgemeine Formeln heraussuchen (fir die gesuchi®e; z. B. Flacheninhalt, und fir Neben-
bedingungen, z. B. Umfang)
maoglichst viele Angaben aus der Aufgabe in diesenétn einsetzen (sowohl in die Formel fir
die gesuchte GrolR3e als auch in die Nebenbedinglingen
aus den Nebenbedingungen die noch fehlenden Vanablder Formel fir die gesuchte GrolRe
ermitteln — dann sollte man eigentlich (evtl. nashigen Umformungen) die gesuchte Funktion
heraus bekommen
ein (oder zwei) Ableitungen bilden
relative Extremstellen suchen:
o erste Ableitung gleich 0, Variable berechnen
0 in zweite Ableitung einsetzen (siehe Formelsammliwmay. VZW der ersten Ableitung
(meist einfacher, da oft die 2. Ableitung sehr naihszu berechnen wére! Den VZW
bekommt man z. B. aus der Monotonie (s.0.) odecldiinsetzen von Werten ,direkt
links" oder ,direkt rechts” der Stelle mit waagréehTangente.)
o Wert der gesuchten Grol3e dafiir berechnen
absolute Extremstelle suchen (Randwerte nicht wsege!!)

Wendestellen:

AulRer dem VZW der zweiten Ableitung (siehe Formmigsdung) kann man als hinreichendes

Kriterium auch f”(xg) #0 benutzen; ist aber meistens nicht empfehlensweei| die 3.

Ableitung nur sehr mihsam zu berechnen ware. DeW\d&r zweiten Ableitung bekommt man

z. B. aus der Vielfachheit der Nullstellen der dlditung (ungerade: VZW, gerade: kein VZW)

oder aus dem Krimmungsverhalten (s.0.) oder dumckeEen von Werten ,direkt links* oder

xdirekt rechts” der Flachstellen. (vgl. Blatt ,Widerpruft man den VZW einer Funktion an einer
Nullstelle?*)

Wendestellen von f sind immer Extremstellen von d&l50 Stellen, an denen die Steigung von f

maximal oder minimal ist, also Stellen mit groftkihster Steigung (Zunahme) bzw.
grolRtem/kleinstem Gefélle (Abnahme). Was es gestabekommt man aus dem VZW von f .

Newton-Verfahren:

Die allgemeine Formel steht in der Formelsammluray; deren Anwendung aber nicht vergessen, die
Gleichung in die Form f(x) = 0 umzuschreiben! B&px® — x = 1 kann man nicht direkt mit dem
Newton-Verfahren lésen; erst umschreibendrx — 1 = 0 und dann das Newton-Verfahren mit f(x}

— X — 1 anwenden.

Steigung(swinkel) / parallel / senkrecht / Tangdrnt®rmale:

Zwischen der Steigung m, der Ableitung fo)>und dem Steigungswinkel an einer Stelle x
besteht der Zusammenhang m = §)(x tana.



Zwei Geraden sind parallel zueinander, wenn ihreigBhgen gleich sind=>» zwel
Funktionsgraphen sind an einer Stelle parallelraraer, wenn ihre Ableitungen dort gleich sind.
Zwei Geraden sind senkrecht zueinander, wenn daiuRrihrer Steigungen gleich —1 8% zwel
Funktionsgraphen sind an einer Stelle senkrechhaoder, wenn das Produkt ihrer Ableitungen
dort gleich -1 ist.

Die Gleichung der Tangente an einer Stejlsteht in der Formelsammlung.

Da eine Normale senkrecht zur Tangente steht,astRtodukt aus der Steigung der Tangenten
und der Steigung der Normalen gleich —1; die Glemchder Normalen erhalt man also, wenn man

in der Gleichung der Tangenten fgj>durch.— ersetzt.

0

allgemeine Sinusfunktiori(x) = a sin(bx + c)

das Folgende gilt fir b > O; ist b < 0, so muss mamachst die Symmetrie ausnutzen, z. B.:
3 sin(-2x + 1) = 3 sin(—(2x — 1)) = -3 sin(2x — 1)
|a] gibt die Amplitude an, die Wertemenge ist §ida;|a|]; ist a < 0, so ist der Graph an der x-

Achse gespiegelt; die Periodenlange—zézt; die Verschiebung in x-Richtung ist%
eine Nullstelle ist deswegen immeET die unendlich vielen anderen erhélt man durchitad

von k mal halbe (!) Periode, alsm(—% +k BE mit k[1Z; dies sind auch die Wendestellen

eine Maximalstelle befindet sich immer eine vie(f¢lPeriodenlange vor bzw. hinter der ersten
Nullstelle (je nachdem, ob a gréRer oder kleinsrQaist); die unendlich vielen anderen Maximal-
stellen erhalt man durch Addition von k mal gan@giPeriodenlange, der Wert der Maxima ist
jeweils |a|; entsprechend ist der Wert der Miniavesiils —|a|

Vorsicht: wenn die Funktion die Form f(x) = a sin(® c) + d mit d2 0 hat, gilt folgendes: die
Wendestellen und Maximal- und Minimalstellen andsich nicht (aber deren y-Werte!), die
Nullstellen andern sich aber (nicht mehr identisuh Wendestellen!); alle Punkte werden um d
nach oben verschoben

Goniometrische Gleichungen: (siehe auch das entsprechende Blatt)

Eine Gleichung der Form sin(x) = ¢ oder cos(x) ader tan(x) = ¢ hat i. A. unendlich viele
Lésungen; eine Losung; ¥indet man mit Hilfe des Taschenrechners, die eardenittels der
Symmetrie (¥ = 11— X bei sin; % = —x bei cos) und der Periodizitat (zu einer Losungogeh
immer unendlich viele andere im Abstan@rkmit k(12Z).

Gleichungen der Form a sin(bx + ¢) = d (und entdpgrd flr cos oder tan) I6st man z. B., indem
man zunéchst durch a teilt, dann u = bx + ¢ sultiit, die u-Werte wie oben berechnet und am
Schluss die Ricksubstitution nicht vergisst.

Gleichungen, in denen nur sin und cos (mit demseffygument!) auftreten, I6st man, indem man

. . . . : , sin
sin auf die linke, cos auf die rechte Seite bridghn durch cos teilt und tan—=— ausnutzt.
C <

-

Gleichungen, in denen neben sin und cos noch katesgummanden auftreten (z. B. 2 sin x = 3
cos X — 1), 16st man, indem man zunachst sin (@ds) mit Hilfe des ,trigonometrischen
Pythagoras® sifx + co$x = 1 durch cos (oder sin) ausdriickt (Wurzel!), rddie Wurzel isoliert
und die Gleichung quadriert (am Schluss Probe!jtavevie folgt:

Gleichungen, in denen $irsin und ein konstanter Summand auftritt (z. B3sit sin x + 1 = 0)
l6st man, indem man u = sin x substitutiert, dieei@lung fir u l6st und am Schluss die
Rucksubstitution nicht vergisst; ebenso bei cos.

Gleichungen, in denen $innd cos (oder césind sin) auftritt, [st man, indem man mit Hilfesd
trigonometrischen Pythagoras %sifurch coé ausdriickt (oder umgedreht); dann weiter wie eben;
manchmal kann auch das Additionstheorenfcessirfx = cos(2x) hilfreich sein.



* In Gleichungen, in den cos und sin mit verschiedeAegumenten auftreten (z. B. sin(2x) =
cos(x)), oder in denen ein Produkt von sin und atsht, sollte man versuchen, die
Additionstheoreme sin(2x) = 2 sin x cos x oder*cessirfx = cos(2x) zu verwenden.

Stetigkeit und Differenzierbarkeit:
* Nach Definition ist eine Funktion stetig an einetell® x wenn lim f(x) = f(xg¢) gilt. Zu
X=X

Uberprifen ist aber eigentlich immer die Stetigkait ,Nahtstellen® von abschnittsweise
definierten Funktionen. Da die Funktion aber linksl rechts der ,Nahtstelle* unterschiedliche
Funktionsterme hat, braucht man dort zwei Grenawverében den links- und den rechtsseitigen.
Diese beiden muss man also berechnen, dazu denidnsvkert; nur wenn alle drei Werte gleich
sind, ist die Funktion stetig bej.x

* Nach Definition ist eine Funktion differenzierbar ainer Stelle  wenn dort der Grenzwert des
Differenzenquotienten existiert. Dies ist aber megcht kompliziert zu tGberprufen. Alternativ
macht man statt dessen normalerweise folgendes:

o Erst mal prufen, ob die Funktion dort stetig isb(s wenn nicht, dann ist sie dort auch
nicht differenzierbar.

o Dann die Ableitung der (abschnittsweise definiért€anktion berechnen. Dabei aber
Vorsicht: ob es an der Stellg selbst eine Ableitung gibt oder nicht, weild machaicht
— das will man ja erst heraus finden! Deswegenesichman bei der Ableitung der
abschnittsweise definierten Funktiorcht mehr ,x<xg“ bzw. ,X=Xg", sondern nur noch
X<Xo"“ bzw. x>Xq"!

o Von der Ableitung berechnet man dann wiederum deks{ und den rechtsseitigen
Grenzwert (den Funktionswert kann man hier nichétlenen, weil’s ja hier gerade darum
geht, ob es diesen Wert Uberhaupt gibt!). Sinddo&iterte gleich (und ist die Funktion
aul3erdem stetig bepxs. 0.), so ist sie differenzierbar begi x

(Anmerkung: wenn diese beiden Grenzwerte nichtiesea, kann die Funktion trotzdem an
dieser Stelle differenzierbar sein (siehe BeispieWikipedia!) — das sollte an der Schule aber
eigentlich nie vorkommen...)



