Weitere Anwendungen von ganzrationalen Funktionen

1.0 Um Obstkisten aus Pappe herzustellen, werden aus rechteckigen Kartonplatten (Ldnge 16 dm, Breite
12 dm) an den vier Ecken jeweils Quadrate abgeschnitten. Anschliefend werden die Seitenteile so
gefaltet, dass doppelwandige Seiten mit der Hohe x entstehen (siehe Skizze):

1.1 Ermitteln Sie das Volumen V einer solchen Obstkiste in Abhéngigkeit von ihrer Hohe x (mdgliches
Ergebnis: V(x) = 16 x*> — 112 x> + 192 x; Einheiten kdnnen ignoriert werden) und geben Sie eine im
Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge Dv an.

1.2 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion V einschlieBlich ihrer Vielfachheiten.

1.3 Das Volumen wird fiir eine Hohe von (etwa) x = 1,1 am groften. Berechnen Sie dieses grofite
Volumen (runden Sie auf eine ganze Zahl).

1.4 Skizzieren Sie den Graphen von V im Bereich 0 < x = 3 mit Hilfe aller bisherigen Ergebnisse.

1.5 Berechnen Sie auf 2 Dezimalen genau, fiir welche Héhen x das Volumen groBer als 64 (dm?) ist.

(nach einem Abschlusspriifungs-Nachtermin)

2.0 Eine Holzkugel mit dem Durchmesser d = 20 cm soll so abgeschliffen werden, dass ein Zylinder

entsteht:

d

2r

2.1 Zeigen Sie, dass fiir den Rauminhalt V des Zylinders (in cm?®) in Abhiingigkeit von seiner Hohe h (in

cm) gilt:
V(h) =7 (-h* +400 h)

und geben Sie eine im Zusammenhang der Aufgabenstellung sinnvolle Definitionsmenge Dy an.

2.2 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion V einschlieBlich ihrer Vielfachheiten.

2.3 Das Volumen wird fiir eine Hohe von (etwa) h = 12 am gréften. Berechnen Sie dieses grofite
Volumen (runden Sie auf eine ganze Zahl).

2.4 Skizzieren Sie den Graphen von V im Bereich 0 < 4 < 20 mit Hilfe aller bisherigen Ergebnisse.

2.5 Berechnen Sie auf 2 Dezimalen genau, fiir welche Hohen h das Volumen gréBer als 198w (cm?) ist.



3.0 Ein zylinderformiger Késelaib (Radius r, Hohe h) soll in einer gro3en Schiissel gelagert werden, deren
Querschnitt parabelférmig ist. Der obere Rand des Kaéselaibs soll dabei mit dem oberen Rand der
Schiissel (y = 4) biindig abschlieBen, unten liegt der Késelaib auf der Schiissel auf (Punkt P in Skizze).
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Die Parabel p hat den Funktionsterm p(x) = 0,16 x* und die Definitionsmenge D, =[-5;5] (alle MaBe in
dm; auf Einheiten kann im Folgenden verzichtet werden.)

3.1 Berechnen Sie die Hohe h des Késelaibs in Abhédngigkeit von seinem Radius r und damit sein
Volumen V (mdgliches Ergebnis: V(r) = 0,16  (—r* + 25 1) ) und geben Sie eine im Zusammenhang
der Aufgabenstellung sinnvolle Definitionsmenge Dy an.

3.2 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion V einschlielich ihrer Vielfachheiten.

3.3 Das Volumen wird fiir einen Radius von (etwa) r = 3,5 am groBten. Berechnen Sie dieses grofite
Volumen (runden Sie auf eine Nachkommastelle).

3.4 Skizzieren Sie den Graphen von V im Bereich 0 = r = 5 mit Hilfe aller bisherigen Ergebnisse.

3.5 Berechnen Sie auf 2 Dezimalen genau, fiir welche Radien r das Volumen groBer als 3,84w (dm?) ist.

4.0 Aus einem Stiick Draht der Lange 24 [dm] sollen die Kanten eines Quaders der Hohe h geformt
werden, dessen Grundfldche ein Quadrat mit der Seitenldngen a ist (siche Skizze unten).

4.1 Bestimmen Sie das Volumen V(a) des Quaders in Abhangigkeit von a und geben Sie eine im
Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge Dv an.
(mogliches Ergebnis: V(a) = —2a° + 6a%)

4.2 Ermitteln Sie die Nullstellen der Funktion V einschlieBlich ihrer Vielfachheiten.

4.3 Das Volumen wird fiir eine Seitenldnge von a = 1 [dm] am groBten. Berechnen Sie dieses grofite
Volumen.

4.4 Skizzieren Sie den Graphen von V im Bereich 0 < a < 3 mit Hilfe aller bisherigen Ergebnisse.

4.5 Berechnen Sie auf 2 Dezimalen genau, fiir welche Seitenléingen a das Volumen groBer als 1 [dm?]
ist.
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nur fiir Technik-Zweig:

5.0 Zur Nutzung der Windenergie kann dem Wind Leistung FPersisches Windrad
durch einen so genannten ,,Widerstandslaufer (persisches
Windrad) entnommen werden.

Die im Wind enthaltene Leistung P, und die davon
nutzbare Leistung Py werden folgendermallen berechnet:
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P{,:%-p-ﬂ-'!?:s und szé-cw-p-}l-(v—u)z-u

A: angestromte Fldche in m? p:Luftdichte in
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c,:  Widerstandsbeiwert V!
Windgeschwindigkeit in ?
u: Umfangsgeschwindigkeit in %

Die Schnelllaufzahl A ist das Verhéltnis aus Umfangsgeschwindigkeit und Windgeschwindigkeit:

A= g wobei gilt: u<v. Die Leistungsausbeute eines Windrades kann {iber den Leistungsbei-

wert ¢, berechnet werden. Der Leistungsbeiwert ist das Verhéltnis der dem Wind entnommenen

Leistung Py zur im Wind enthaltenen Leistung FP,.
5.1 Ermitteln Sie die Funktionsgleichung des Leistungsbeiwertes ¢, (4) mit einem geeigneten

Definitionsbereich. [ Mdgliches Teilergebnis: ¢, (1) = ¢, - (1 —4)* - 4 ]
5.2 Der Leistungsbeiwert ¢, (4) erreicht bei einer Schnelllaufzahl von 4 = é seinen grofiten Wert.

Berechnen Sie, wie grofl die vom Wind angestromte Querschnittsflache gewdhlt werden muss,

um bei einer Windgeschwindigkeit v =10 ? , einem optimalen Widerstandsbeiwert ¢,, = 1,3

und einer Luftdichte p = 1,188 % die maximale Nutzleistung Py = 1,0 kW zu erhalten.

kgm?

[ Hinweis: 1J=1Ws=1Nm=1

]
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(aus Abschlusspriifungs-Nachtermin 2005)



Losungen

1.1 V=#¢-b-h; ausderSkizze: h=x; {=16—-4x; b=12—4x (doppelwandig!)

alles einsetzen: V(x) = (16 —4x) - (12 —4x) - x=... = 16x° — 112x> + 192x (Klammern nicht
vergessen!)

h>0=2x>0 und b>0=2>12-4x>0=>x<3 (und {>0=>16-4x>0=>x<4)

damit: Dy =]0;3[

1.2 16X —112x2+192x=0=> 16x - (x**—7x+12)=0=> x1=0 oder x>*—7x+12=0

A Ziis ,
X23 = 7E( ?2}_1 12 721 3 x,=3 (;x3=4) alle einfach

oder schneller: (16 —4x) - (12-4x) - x=0=> 16 -4x=0 oder 12—-4x=0 oderx=0
=2 (x1=4;)x2=3;x3=0 alle einfach

1.3V(1,1)=16-1,1° - 112-1,12 + 192-1,1 ~ 97

1.4 Y

100
80
60 -
40 4

20

0

1.5 16X —112x2+192x>64 = 16x> — 112x2+ 192x - 64> 0> x> — 7x> + 12x -4 >0
Gleichung 16sen: x* — 7x*> + 12x —4 =0

durch Probieren: x; = 2; Polynomdivision: (x*> —7x>+12x —4):(x —2) =x>—5x +2

X2 Sx+2=0 D x5 = HIE 22T 5 505 0,44 (; x5 % 4,56€DY)

21
Skizze:

o (oder Skizze in 1.4 verwenden!)

0.5

0 / 05 1 15 %\ 25

=> Das Volumen ist groBer als 64 (dm?) fiir eine Hohe zwischen etwa 0,44 und 2 (dm).



21 V=nr’h; ristnochunbekannt!
aus der Skizze: (2r)?+h%*=d?>=20% (Satz des Pythagoras; Klammern nicht vergessen!)

D 42 +h2 =400 D> 12 = ‘“’“4_”2; einsetzen: V(h) =1 22°"p = = (-h* + 400 h)

2
h>0 und r>0=> M{L >0 h < 20; oder einfach aus Skizze ablesen: h <d, also h < 20!
damit: Dy = ]0;20[

2.2 Z(-h*+400h)=0 > ~h*+400 h=0=> —h (h>~400) = 0 D h (h +20) (h - 20) = 0
= h; =0; h, =20 (; h3=-20) alle einfach

2.3 V(12)= g (—123 + 400-12) = 7681 ~ 2413

24 M

25004
20004
1500
1000

500

2.5 T (-h* +400 h) > 1987 3 —h® + 400h > 792 S h* — 400h +792 <0
Gleichung 16sen: h> —400h + 792 =0
durch Probieren: h1 =2;  Polynomdivision: (h?+ 0h? —400h + 792):(h — 2) = h? + 2h — 396

—2+ 37X 1(=396) —2+JIEEB
h2+2h— 396 =0 D hyy = 22V 41(7396) _ 72HV1588 5 1~ 18,9 (; hs ~ —20,9¢Dv)
Skizze:

2-1 2

500

-5004

(oder Skizze in 2.4 verwenden!)

-1000

-1500 4

= Das Volumen ist groBer als 1987 (cm®) fiir eine Hohe zwischen 2 und etwa 18,9 (cm).

31 V=nr’h; histnochunbekannt!

aus der Skizze: h =4 —yp; P liegt auf der Parabel, der x-Wert von P istr = yp = 0,16 1 = h=4 — 0,161
einsetzen: V(r) = 1> (4 —0,16r%) = 0,16 7t (—1* + 25 ) (Klammern nicht vergessen!)

r>0 und h>0=>4-0,162>0=> ..... r<5; oder einfach aus Skizze ablesen: r < Schiisselradius!
damit: Dy = ]0;5]



320,16 1 (—r*+25)=0> r*+252=0> * (1 -25)=0> 2 (r+5) (r-5)=0
=> 112 =0 doppelt; 13=20 (;rs=-5) beide einfach

3.3 V(3,5)=0,16 1t (-3,5* + 25-3,5%) = 24,991 ~ 78,5

34 o]V
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35 0,16 m(—r*+251%) >3,84n > 1 +25r°>24 > r* - 2512+ 24 <0
Gleichung I6sen: 1* — 251> + 24 =0
25+/(C25)7-4 124 _ 25423

Substitution: u=1> P uv> —250+24=0=> ujp = - —Ddu=24wn=1
(beide einfach)
Resubstitution: > = u r?=24 =1 =24 ~4,9 Drr=1"2n=1 (nur + wegen D!)
Skizze:
K2 r

0

e (oder Skizze in 3.4 verwenden!)

-60

-80

-1004

=> Das Volumen ist groBer als 3,84n (dm?) fiir einen Radius zwischen 1 und etwa 4,9 (dm).



4.1 V=a?-h; histnochunbekannt!

Gesamte Kantenldnge: 24 =8a+4h = 4h=24-8a=> h=6-2a
einsetzen: V(a)=a’- (6 — 2a) =—2a’ + 6a’
a>0undh>0=>6-2a>0=>a<3=>Dyv=]03[

4.2 22> + 6a’> =0 =» —2a%> (a—3) =0 => a;» = 0 doppelt; a3 = 3 einfach
43V(2)=-16+24=8

4.4

Vin dm?

1
45 2a°+6a°>4 > 2a’+6a2-4>0
Gleichung 16sen: —2a* + 6a2 —4 =0
durch Probieren: a; = 1;  Polynomdivision: (—2a’+ 6a®>+0a—4):(a—1)=-2a’+4a+4
5 _ _ At fa7T-a(-2)4  -a+/aB
2a*+4a+4=0=>ayz= 202 = = ar~2,73 (; a3 = —0,73¢Dv)
Skizze: (oder Skizze in 4.4 verwenden!)

=> Das Volumen ist groBer als 1 (dm?) fiir Kantenléingen zwischen etwa 1 und 2,73 (dm).
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P Sy A (v—u) ®eu (v—u)?u (v—u)? u (V(l_g}) u
31 Cp:P_j::&%MT:CW- v ~Cw’ 12 -;ZCW.T.U
(1-4)° [ w? ,
—oy —=t o=, (1-2) I = (1 -2
B 5 N ) _ Py 1000W
52 o(13)=13-(1-1/3)-1/3~0,1926; Py="0x 20 15100 W
:E . . . 3:: zﬂ et 2.5192“! ~ 2
Po=Z-p-A-vi=>A ov? . 1,188kg/m3-(10m/s)? 8,74m



