Wiederholung: Grenzwerte, Definitionsliicken, Asymptoten, Ableitung

Wenn man x-Werte betrachtet, die unbegrenzt immer grof3er werden (10, 100, 1000, ...), so sagt man, ,,x

geht gegen unendlich® und schreibt kurz dafiir x ——> o . Entsprechend bedeutet x —— —o0, dass x
unbegrenzt immer kleiner wird (—10, —100, —1000, ...).

Wenn sich die Funktionswerte f(x) einer Funktion fiir x ——> o0 immer mehr einem Wert g annihern, so
sagt man, g ist der Grenzwert von f und schreibt
f(x) —— gfiirx —— o (,,fvon x geht gegen g fiir x gegen unendlich")
oder
lim f(x) =g (,,Limes f von x fiir x gegen unendlich ist g")
X—>00

Vollig entsprechend ist der Grenzwert fiir x —> —oodefiniert. Man sagt dann auch, dass f gegen g
konvergiert bzw. konvergent ist.

Existiert kein Grenzwert, so nennt man die Funktion divergent. Dabei ist zu unterscheiden:

a) bestimmte Divergenz: Die Funktionswerte werden unbeschridnkt immer groBer (oder immer kleiner),
wenn X immer grofler wird. Man schreibt f(x) — oo fiir x — oo oder, obwohl es ja eigentlich gar keinen
Grenzwert gibt, )11_{210 f (x) = oo (das nennt man auch einen uneigentlichen Grenzwert).

b) unbestimmte Divergenz: Es existiert kein Grenzwert, noch nicht einmal ein uneigentlicher. Das kann z.
B. passieren, wenn die Funktion oszilliert, z. B. f(x) = sin(x).

Wenn man x-Werte betrachtet, die sich immer mehr einer Stelle xo anndhern (z. B. nihern sich die Zahlen
1,1; 1,01; 1,001 usw. immer mehr dem Wert 1 an; gleiches gilt fiir die Zahlen 0,9; 0,99; 0,999 usw.), so sagt

man, ,,x geht gegen xo" und schreibt kurz dafiir x —— xo.

Die Bezeichnungen Grenzwert, konvergent, divergent usw. gelten dann entsprechend wie bei Grenzwerten
im Unendlichen.

Oft muss man unterscheiden, ob man sich ,,von links" oder ,,von rechts" an eine Stelle annédhert (im Beispiel
oben: die Zahlen 0,9; 0,99; 0,999 usw. ndhern sich von links an 1; die Zahlen 1,1; 1,01; 1,001 dagegen von
rechts). Bei den entsprechenden links- bzw. rechtseitigen Grenzwerten schreibt man x— xg bzw. x— x§.

Eine Funktion heif}t stetig an einer Stelle xo, wenn lim f(x) = f(xo) ist; an Nahtstellen muss man dabei den
XX,

links- und den rechtsseitigen Grenzwert getrennt berechnen!

Sei fim Intervall [a; b] stetig, d. h. stetig an allen Stellen xo € [a; b]. Dann gilt:
e Nullstellensatz: Haben f(a) und f(b) unterschiedliche Vorzeichen, so hat f in [a; b] mindestens eine
Nullstelle.
e Zwischenwertsatz: Ist f(a) # f(b), dann gibt es fiir alle c zwischen f(a) und f(b) ein
Xc € [a; b], sodass f(xc) = ¢ ist.
e [Extremwertsatz: f hat in [a; b] ein Minimum und ein Maximum.



e Hat der Nenner einer (vollstindig gekiirzten!) gebrochenrationalen Funktion eine Nullstelle, so
divergiert die Funktion dort.

e Der Grenzwert einer echt gebrochenrationalen Funktion im Unendlichen ist immer null; unecht
gebrochenrationale Funktionen zerlegt man erst mit Polynomdivision.

) ;i_r)gloex=oo; xl_i)mooex=0

— 00

(mathematisch unrichtig, aber leicht zu merken: e = co; e~ = 0)
Im Folgenden alles mathematisch unrichtig formuliert!
e owtc=ow firallecER; w+w=00

. .o c
e coo=+w flirc>0,=—w fiirc<0; w-0=0; —=0
o0

. c 0 . : .
e Vorsicht: 0 und 0 kann + o oder —oo sein! genauer untersuchen! (links- und rechtsseitige

Grenzwerte)

° %, E, 0 - o sind nicht definiert; hier hilft z. B. Ausklammern und Kiirzen, aber auch die Regel ,.e

hoch gewinnt gegen jede Potenz*
2+% _ ﬂ 2

z.B.: 1) lim = lim — = ==
x—o0 3x—1 X—00 3—; 3-0 3

2x+1

(allgemein: Zahlergrad = Nennergrad =» Grenzwert = Quotient der Leitkoeffizienten)
2)limx-e™=,,0-0"=0 (,egewinnt)

X—00
e oo — o ist ebenfalls nicht definiert; hier hilft oft Ausklammern

z.B.:lim(x3—x2)=limx?(x—1) =,,00- 0" =
X—00 X—00

Eine Definitionsliicke xo heifit...
o ... (stetig) (be)hebbar, wenn f(x) fiir x — xo konvergiert
e ... Polstelle der Ordnung n, wenn f(x) fiir x — Xo bestimmt divergiert, aber ein n €N existiert, sodass
(x —x0)" - f(x) konvergiert (wobei n kleinstmdglich gewéhlt wird)
e es gibt auch noch andere Arten von Definitionsliicken, z. B. Sprungstellen (Beispiel: f(x) = [x|/x)
oder sogenannte ,,wesentliche Singularititen" (Beispiel: f(x) = e!’*)
Ist die Ordnung einer Polstelle gerade bzw. ungerade, so ist es eine Polstelle ohne bzw. mit VZW.

Asymptoten:
e Divergiert f(x) bestimmt fiir x —> xo, so hat Gr die senkrechte Asymptote x = xo.
o Konvergiert f(x) fiir x — *oo gegen yo, so hat Gr die waagrechte Asymptote y = yo.
e Gibt es eine Funktion g, sodass f(x) — g(x) fiir x = *o0 gegen 0 konvergiert, so ist Gg eine
Asymptotenkurve fiir Gy; ist speziell g linear, so hat Gr eine schrige Asymptote.



Definition: Existiert fur eine Funktion f an einer Stelle xo der Grenzwert
hm f(x)_f(xo) — llm f(xO +h) _f(xo) ,

XX X=X, h—0 h

so nennt man ihn die Ableitung von f bei xo und schreibt dafiir f'(xo) oder . (x0). (Hangt die Funktion
X

von der Zeit ab, z. B. x(t), so schreibt man x (t) ). Die Funktion heifit dann differenzierbar bei xo. Die
Funktion f"', die jedem x die Ableitung bei x zuordnet, heifit Ableitungsfunktion (meist aber auch nur
,»Ableitung" genannt).

D. h. die Ableitung ist der Grenzwert der Sekanten-Steigung, also die Tangenten-Steigung. Anschaulich
gibt die Ableitung einer Grofle auch an, wie schnell sich diese GroBe lokal bzw. momentan dndert. Die
zweite Ableitung einer Funktion gibt also an, wie schnell sich die Steigung &ndert und beschreibt deshalb
die Kriimmung von Gt.

Ableitungen der Grundfunktionen:

) (x")'=nx"!firneN undc'=0 fiirceR
2) () =¢'

3) (sin(x))' = cos(x); (cos (X)) = —sin(x)

Ableitungsregeln:
e Summenregel: (f +g)'=f'+¢'
speziell: (f +c¢)' =f'+0=1{"(konstante Summanden fallen weg)
e Produktregel: (fg)'=f'g+fg'
speziell: (c f)' =0 f+c f'=c f'(konstante Faktoren bleiben stehen)

¢ Quotientenregel: (é) = fgg% (,,NAZZAN")

e Kettenregel: f(g(x))' =f'(g(x)) - g'(x)
(,,dufsere mal innere Ableitung" /,,nachdifferenzieren'’)




