Satze iiber ganzrationale Funktionen

1. Ist xo eine Nullstelle einer Funktion f vom Grad n, so kann man f schreiben als f(x) = (x — Xo) - g(x) mit
einer Funktion g vom Grad n-1.

2. Die gesamte Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten mitgezihlt) einer Funktion vom Grad n ist hochstens
n. Wenn die Anzahl der Nullstellen genau n ist, so kann man den Funktionsterm darstellen als
f(x)=an (x —x1) (X—=X2) * ... * (X—Xn)

3. Ist die Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten mitgezéhlt) kleiner als n, so kann man den Funktionsterm
immerhin noch als ein Produkt aus linearen und quadratischen Faktoren schreiben.

4. Ist die Anzahl der Nullstellen gleich n, so gilt fiir die Koeffizienten: ap = (—1)" - an - X1 - X2 * ... * Xn und
an-1=—an " (X1 +x2+...+xn). (Verallgemeinerung des Satzes von Vieta)

5. Ist der Grad einer Funktion gerade, so kann sie eine beliebige Anzahl (<n/2) von Nullstellen gerader
Vielfachheit haben und muss eine gerade Anzahl von Nullstellen ungerader Vielfachheit haben; die
gesamte Anzahl der Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt) ist also gerade. Ist der Grad einer Funktion
ungerade, so kann sie eine beliebige Anzahl (<(n-1)/2) von Nullstellen gerader Vielfachheit haben und
muss eine ungerade Anzahl von Nullstellen ungerader Vielfachheit haben; die gesamte Anzahl der
Nullstellen (Vielfachheiten mitgezihlt) ist also ungerade.

6. Sind alle Koeffizienten a; ganzzahlig und ist a, # 0, dann sind alle Nullstellen entweder Briiche x = %,

bei denen u ein Teiler von ap ist und v ein Teiler von a,, oder sie sind irrationale Zahlen. Folgerung: Ist
insbesondere a, = 1, dann sind alle Nullstellen entweder ganze Zahlen, die Teiler von ag sind, oder irrational.

7. a) Haben alle Koeffizienten dasselbe Vorzeichen, so kdnnen die Nullstellen nicht positiv sein. Ist
auBerdem ap # 0, so miissen die Nullstellen negativ sein. b) Wechseln die Koeffizienten dagegen immer
wieder ihr Vorzeichen und ist kein Koeffizient gleich 0 (d.h. alle Koeffizienten zu ungeraden Potenzen
sind positiv und alle Koeffizienten zu geraden Potenzen sind negativ — oder umgekehrt), dann miissen die
Nullstellen positiv sein.

(Eine Erweiterung davon ist die Vorzeichenregel von Descartes: Die Anzahl der positiven Nullstellen
einer ganzrationalen Funktion ist entweder gleich der Anzahl der Vorzeichenwechsel seiner Koeffizienten
oder um eine gerade Zahl kleiner.)

Beweisen Sie dies!



Tipps:

1. Benutzen Sie die Polynomdivision und begriinden Sie mittels der Bedingung f(xo) = 0, dass dabei keine
Zahl als Rest bleiben kann.

2. Benutzen Sie Satz 1.

3. Vergessen Sie’s — auBler, Sie sind ein absolutes Mathe-Genie... der Beweis ist einfach, wenn man den
sogenannten ,,Fundamentalsatz der Algebra“ benutzt — dafiir braucht man aber vertiefte Kenntnisse {iber
Funktionen von komplexen Zahlen, das geht weit tiber den Schulstoff hinaus. Es gibt auch einen Beweis,
der ohne das alles auskommt (,,Beweis des sogenannten Fundamentalsatzes der Algebra im reellen Gebiete*
von Ernst Mohr, erschienen 1942 im ,,JJournal fiir die reine und angewandte Mathematik®, Band 184) —
wenn Sie den verstehen, dann erkléren Sie ithn mir bitte... ;-)

4. Benutzen Sie die faktorisierte Form aus Satz 2 und multiplizieren Sie die Klammern aus.

5. Benutzen Sie das Verhalten von f(x) fiir x — too und iiberlegen Sie sich, wie viele Vorzeichenwechsel
(VZW) jeweils notig sind. Beachten Sie das Verhalten von f an Nullstellen gerader bzw. ungerader Viel-
fachheit.

6. Losen Sie die Bedingung f(u/v) = 0 nach ap auf und multiplizieren Sie mit v"; damit kann man zeigen,
dass u ein Teiler von ag sein muss. Stellen Sie diese Gleichung danach so um, dass alle Koeffizienten auer
an auf der rechten Seite stehen; damit kann man zeigen, dass v ein Teiler von a, sein muss. Die Folgerung
ergibt sich sehr leicht, wenn Sie beriicksichtigen, durch welche Zahlen 1 teilbar ist.

7. a) Uberlegen Sie sich das Vorzeichen von f(xo), wenn xo positiv ist. Unterscheiden Sie dabei die beiden
Fille ,,alle Koeffizienten positiv*“ und ,,alle Koeffizienten negativ*.

b) Uberlegen Sie sich das Vorzeichen von f(xo), wenn X positiv ist. Unterscheiden Sie dabei die beiden
Fille ,,alle Koeffizienten positiv‘ und ,,alle Koeffizienten negativ‘. Alternativ: Betrachten Sie die Funktion
g(x) = f(—x); es gilt dann, dass man den Graphen von g erhilt, indem man den Graphen von f an der y-
Achse spiegelt. Uberlegen Sie sich, was fiir die Koeffizienten von g folgt, und verwenden Sie das Ergebnis
aus Teil (a).

(Der Beweis der Erweiterung ist weit schwieriger. Uberlegen Sie sich dafiir zunichst, dass es geniigt,
ganzrationale Funktionen zu betrachten, bei denen der Leitkoeffizient gleich 1 und das Absolutglied
ungleich 0 ist. Dann begriinden Sie, dass die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten gerade ist,
wenn das Absolutglied groBer als 0 ist, und ungerade, wenn es kleiner als 0 ist. AnschlieBend begriinden
Sie, dass bei jeder Polynomdivision, die auf einer positiven Nullstelle beruht, das Vorzeichen des
Absolutglieds wechselt, und damit dann, dass die Anzahl der positiven Nullstellen gerade ist, wenn das
Absolutglied groBer als 0 ist, und ungerade, wenn es kleiner als 0 ist. AbschlieBend miissen Sie noch
begriinden, dass bei einer Polynomdivision die Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten abnehmen
muss, und damit dann, dass die Anzahl der positiven Nullstellen hochstens so grof3 ist wie die Anzahl der
Vorzeichenwechsel der Koeffizienten.)



Beweise:

1. Wir definieren g(x) = f(x) : (X — Xo). Die Division kann mit den iiblichen Methoden (Polynomdivision)
durchgefiihrt werden. In jedem einzelnen Schritt der Polynomdivision ergibt sich dabei sicher ein
Vielfaches einer Potenz von x, in der Summe insgesamt also eine ganzrationale Funktion h, und diese ist
sicher vom Grad n-1. Es konnte allerdings ein Rest r {ibrig bleiben, der dann natiirlich auch durch x — xo
geteilt wird:

g(x) = f(x) : (x — X0) = h(x) + —

, wobei h eine ganzrationale Funktion vom Grad n-1 ist

Xo

Diese Gleichung multiplizieren wir mit (x — x1); es ergibt sich:

f(x) = g(x) - (x =x0) =h(x) - (x —X0) + 1

Xo ist nach Voraussetzung aber eine Nullstelle von f, also f(x0) =0

= h(x0) - (X0—x0) +r=0=>r=0

Damit bleibt: g(x) = h(x), also ist g eine ganzrationale Funktion vom Grad n-1 q.e.d.

2. Ist x; eine Nullstelle von f und f vom Grad n, so ergibt sich laut Satz 1 nach der Polynomdivision f(x) :
(x — x1) eine Funktion g vom Grad n-1. Ist x> eine Nullstelle von g, so ergibt sich laut Satz 1 nach der
Polynomdivision g(x) : (x — x2) eine Funktion h vom Grad n-2. Dies kann man offensichtlich hochstens n-
mal durchfilhren — dann hat man eine Funktion vom Grad 0, also eine Konstante, und diese kann
offensichtlich keine weiteren Nullstellen haben. Also hat f hochstens n Nullstellen (Vielfachheiten
mitgezahlt).

f hat genau dann n Nullstellen, wenn f eine Nullstelle x; hat, g eine Nullstelle x> usw. Dann kann man
schreiben: f(x) = (x —x1) - g(x) = (x—x1) - (x—%x2)-hX)=...=(xX—x1) - (X—X2) * ... * (X —Xn) * Z, Wobei z
eine Funktion vom Grad 0 ist, also eine Konstante. Multipliziert man die Klammern aus und nimmt dabei
nur die hochsten Potenzen von x mit, so ergibt sich daraus f(x) =z - x" + ... Also ist z = ax. q.e.d.

3. ag ist der Koeffizient zu x°, also ohne x. Multipliziert man die Klammern in der faktorisierten Darstellung
aus Satz 4 aus, so erhdlt man genau dann einen Term ohne x, wenn man aus allen Klammern jeweils nur
das —x; mitnimmt. Insgesamt erhilt man daraus das angegebene Ergebnis fiir ao.

an.1 ist der Koeffizient von x™!. Multipliziert man die Klammern in der faktorisierten Darstellung aus Satz
2 aus, so erhilt man genau dann einen Term mit x™!, wenn man aus n-1 Klammern jeweils das x mitnimmt
und aus der restlichen Klammer das —xi; man erhilt dann nimlich insgesamt a, - X" - (=x;). Addiert man
alle diese Terme auf, so ergibt sich das angegebene Ergebnis fiir as.1.

4.

Fall 1: Grad gerade

Nach Satz 4 kann die gesamte Anzahl von Nullstellen (Vielfachheiten mitgezéhlt) hochstens n sein, also
kann die Anzahl der Nullstellen mit gerader Vielfachheit (also mindestens Vielfachheit 2) hochstens n/2
sein. f wechselt von — oo nach + o das VZ insgesamt nicht (fiir x — too gilt entweder f(x) - +oo oder f(x)
— —o0), die gesamte Anzahl der VZW muss also gerade sein. An Nullstellen gerader Vielfachheit wechselt
f ihr VZ nicht, also ist die Anzahl der Nullstellen gerader Vielfachheit ansonsten beliebig. An Nullstellen
ungerader Vielfachheit wechselt f ihr VZ, also muss die Anzahl der Nullstellen mit ungerader Vielfachheit
gerade sein. Eine beliebige Anzahl von Nullstellen gerader Vielfachheit plus eine gerade Anzahl von
Nullstellen ungerader Vielfachheit ergibt insgesamt eine gerade Anzahl von Nullstellen (Vielfachheiten
mitgezihlt).

Fall 2: Grad ungerade

Nach Satz 4 kann die gesamte Anzahl von Nullstellen (Vielfachheiten mitgezahlt) héchstens n sein, also
kann die Anzahl der Nullstellen mit gerader Vielfachheit (also mindestens Vielfachheit 2) hochstens (n-
1)/2 sein. f wechselt von —o nach + o das VZ insgesamt (es gilt entweder f(x) » —oo fiir x - —c0 und
f(x) > +oo fiir x —> +oo oder f(x) > +oo fiir x > —o0 und f(x) - —oo fiir x — 40 ), die gesamte Anzahl der
VZW muss also ungerade sein. An Nullstellen gerader Vielfachheit wechselt f ihr VZ nicht, also ist die
Anzahl der Nullstellen gerader Vielfachheit ansonsten beliebig. An Nullstellen ungerader Vielfachheit



wechselt f ihr VZ, also muss die Anzahl der Nullstellen mit ungerader Vielfachheit ungerade sein. Eine
beliebige Anzahl von Nullstellen gerader Vielfachheit plus eine ungerade Anzahl von Nullstellen ungerader
Vielfachheit ergibt insgesamt eine ungerade Anzahl von Nullstellen (Vielfachheiten mitgezéhlt).

g.ed

6. Zundchst kann man voraussetzen: Wenn es einen Bruch u/v gibt, der eine Nullstelle ist, dann kann
man u und v so wihlen, dass sie keine gemeinsamen Teiler haben (denn man kann ja jeden Bruch, bei
dem Zéahler und Nenner gemeinsame Teiler haben, kiirzen).
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>a=-0,() -ai () --al) -al
0~ n\y, n-1 v 2 v 1v
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Da nach Voraussetzung alle Koeffizienten a; ganzzahlig sind (und u und v natiirlich auch als ganze Zahlen
gewihlt werden konnen, das geht ja bei jedem Bruch), folgt, dass jeder der Summanden rechts eine ganze
Zahl ist, also die komplette rechte Seite eine ganze Zahl ist, also auch die komplette linke Seite. Jeder
Summand rechts enthélt auBerdem mindestens einen Faktor u, also kann man das u ausklammern. In der
Klammer bleibt dann wieder eine Summe von ganzen Zahlen, also insgesamt eine ganze Zahl. Also ist die
komplette rechte Seite durch u teilbar, und somit muss auch die linke Seite a, - v™ durch u teilbar sein. Da
aber nach der Vorbemerkung oben v eben nicht durch u teilbar ist, folgt, dass ap durch u teilbar sein muss.

n-—1

Gleichung umstellen:

a, U =—a,_; uttv——a u- v 2% —qru-vtt— gy v

Nun kann man genauso argumentieren: Die komplette rechte Seite ist durch v teilbar, also muss auch die
linke Seite a,, - u™ durch v teilbar sein. Da aber nach der Vorbemerkung oben u eben nicht durch v teilbar
ist, folgt, dass an durch v teilbar sein muss.

n-—2 n-—1

Ist insbesondere a, = 1, so kann ein Bruch u/v nur dann eine Nullstelle sein, wenn 1 durch v teilbar ist. 1
ist aber offensichlich nur durch +1 teilbar. Und Briiche, deren Nenner 1 oder —1 ist, sind offensichtlich
gleich ganzen Zahlen. g.e.d.

7.

(a) Wir nehmen an, dass Xo positiv ist.

Fall 1: Alle Koeffizienten positiv. Dann ist f(x0) = an X0" + an1 Xo™' + ... + a2 Xo> + a1 Xo + ao sicher eine
positive Zahl, da jeder einzelne Summand positiv ist. Also kann f(xo) nicht gleich 0 sein, also ist xo keine
Nullstelle.

Fall 2: Alle Koeffizienten negativ. Dann ist f(Xo) = anXo" + an-1 Xo™' + ... + a2 X¢> + a1 Xo + ao sicher eine
negative Zahl, da jeder einzelne Summand negativ ist. Also kann f(x¢) nicht gleich 0 sein, also ist xo keine
Nullstelle.

Es gilt immer: f(0) = ap. Wenn also ag # 0 ist, dann kann xo = 0 keine Nullstelle sein. Die Nullstellen konnen
dann also weder positiv sein noch gleich 0 — also miissen sie negativ sein.

(b) Wir nehmen an, dass xo negativ ist.
Fall 1: Der Grad ist gerade und der Leitkoeffizient ist positiv. Also konnen wir schreiben:

f(X) = an X® — an-1 X + apo X272 — a3 X L
wobei alle an, an-1, an-2, an-3 ... positiv sind und n eben eine gerade Zahl ist. Dann sind aber x", x"2 usw. alle
gerade Potenzen einer negativen Zahl, also ergibt sich ein positives Ergebnis, und weil an, an-2, ... positiv
sind, folgt, dass dann auch a, x", an2 x"2, ... positiv sind. Andererseits sind x™!, x™> usw. alle ungerade
Potenzen einer negativen Zahl, also ergibt sich ein negatives Ergebnis; weil aber —an-1, —an-3, ... dann auch
negativ sind, folgt, dass —an-1 X", —an-3 X3, ... alle positiv sind. Damit ist jeder einzelne Summand positiv,
also ist f(xo) insgesamt positiv, also kann f(xo) nicht gleich 0 sein, also ist xo keine Nullstelle.
Alternativ: Wir spiegeln den Graphen von f an der y-Achse; dies erreichen wir dadurch, dass wir alle x-
Werte jeweils durch —x ersetzen. Damit haben wir dann eine neue Funktion:

g(x) = f(—x) = an (%)" — an-1 (—X)"" + an2 (%)™ — an3 (X)) ...



Weil wir den Grad n als gerade vorausgesetzt hatten, ist nun aber (—x)*=x", (—x)"2=x"2, ... und auBerdem
(—x)"! = ™1 (—x)? = <3, ... Also folgt insgesamt

g(X) = an X" — an-1 (X" + a2 X2 — an3 (X3 o=an XU+ ang X0+ ano XV + ans XV
Da vorausgesetzt wurde, dass alle an, an-1, an-2, an-3 ... positiv sind, ist g nun eine Funktion, bei der alle
Koeffizienten positiv sind (und kein Koeffizient gleich 0). Nach dem, was in (a) gezeigt wurde, hat g also
nur negative Nullstellen. Wir hatten den Graphen von g aber erhalten, indem wir den Graphen von f an der
y-Achse gespiegelt hatten. Wenn also g nur negative Nullstellen hat, dann erhalten wir durch
Zuriickspiegeln, dass die Funktion f nur positive Nullstellen haben kann.
Nun sind noch drei weitere Félle zu betrachten: (2) Grad gerade, Leitkoeffizient negativ; (3) Grad ungerade,
Leitkoeffizient positiv; (4) Grad ungerade, Leitkoeffizient negativ. Bei allen lduft die Argumentation aber
immer prinzipiell gleich. g.e.d.

Nun noch der Beweis der Vorzeichenregel von Descartes, aufgeteilt auf mehrere Schritte.

a) Zunidchst teilen wir den Funktionsterm durch den Leitkoeffizienten (falls dieser sowieso nicht schon
gleich 1 ist); dies dndert weder die Anzahl der positiven Nullstellen noch die Anzahl der Vorzeichenwechsel
der Koeffizienten. Ist das Absolutglied gleich 0, so teilen wir auBerdem die Funktion durch so viele
Potenzen von x, bis es ungleich 0 ist (auch das dndert weder die Anzahl der positiven Nullstellen noch die
Anzahl der Vorzeichenwechsel der Koeffizienten). Wir betrachten also im Folgenden nur noch
ganzrationale Funktionen f mit a,= 1 und a¢ #0.

b) f hat positive Nullstelle p =» bei der Polynomdivision g(x) = f(x) : (x — p) dndert sich das Vorzeichen
des Absolutglieds; auBerdem hat g eine positive Nullstelle weniger als f; aulerdem ist der LK von g auch
gleich 1.

Die Anzahl der positiven Nullstellen sei m. Nach m Polynomdivisionen bleibt dann eine Funktion g iibrig,
die keine positiven Nullstellen hat; bei deren Funktionsterm muss dann das Absolutglied positiv sein. (Denn
wenn es positiv wire, miisste g noch eine positive Nullstelle haben, denn g(0) ist negativ, aber der LK ist
+1, also geht g gegen +unendlich fiir x gegen +unendlich).

AuBerdem dndert sich das Vorzeichen des Absolutglieds bei diesen Polynomdivisionen insgesamt um
(-1)™, also ist das Vorzeichen des Absolutglieds von feben (-1)™.

Es folgt: Wenn das Absolutglied von f positiv ist, dann ist die Anzahl m der positiven Nullstellen gerade;
wenn es negativ ist, dann ist m ungerade.

c) Da a, =1 positiv ist, gilt: Wenn das Absolutglied von f positiv ist, dann ist die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel der Koeffizienten von f gerade; wenn es negativ ist, dann ist diese Anzahl ungerade.

(b) und (c) gemeinsam implizieren: Die Anzahl der positiven Nullstellen von f und die Anzahl der Vor-
zeichenwechsel seiner Koeffizienten unterscheidet sich immer um eine gerade Zahl.

d) Wir schreiben nun f(x) =x"+ ... +ap= (x™' + ... + bo) (x — p) und betrachten die Multiplikation genauer.
Ein Summand von f mit der Potenz x™ erhélt jeweils zwei Beitrdge aus dem Produkt:

(B x™ + by x™™ 1) (x — p) = by ™+t — PbmX™ + by x™ — pbm—lxm_lr
also ist a,, = —pby, + b1

Haben nun by und bm.; dasselbe Vorzeichen, so ist das VZ von an unklar — hier konnte also ein
Vorzeichenwechsel der Koeffizienten von f stattfinden, muss aber nicht. Auch wenn einer der beiden oder
gar beide gleich 0 sind, kdnnte hier ein Vorzeichenwechsel stattfinden, muss aber nicht.

Ist dagegen irgendwo zum ersten Mal by, > 0 und bm.1 < 0, so folgt (wegen p > 0), dass am < O ist.
Andererseits ist a, = 1 > 0, also findet spdtestens (!) hier beim Koeffizienten an findet der erste
Vorzeichenwechsel der Koeffizienten von f statt. Ist irgendwo spiter dann by, < 0 und bm.1 > 0 (dies muss



spéter sein, da ja die Koeffizienten b bis zum ersten Vorzeichenwechsel alle positiv sind, weil ja b, =1 >
0 ist), so folgt am > 0, spdtestens (!) hier hat man also wieder einen Vorzeichenwechsel der Koeffizienten
von f.

Und so geht es weiter: Jeder VZW der Koeffizienten von g erzwingt einen VZW der Koeffizienten von f
(dieser findet entweder an derselben Stelle statt oder sogar schon vorher), und damit folgt: Die Anzahl der
VZW von f ist mindestens so grof3 wie die Anzahl der VZW von g.

e) Bei jeder Polynomdivision nimmt die Anzahl der positiven Nullstellen um 1 ab, auBerdem nach (4) die
Anzahl der Vorzeichenwechsel um mindestens 1. Nach m Polynomdivisionen landet man bei einem
Polynom, das keine positiven Nullstellen mehr hat, aber immer noch Vorzeichenwechsel haben kann. Also
ist die gesamte Anzahl der Vorzeichenwechsel mindestens m, also mindestens so grof3 wie die Anzahl der
positiven Nullstellen. Damit kann die Anzahl der positiven Nullstellen nur gleich der Anzahl der
Vorzeichenwechsel sein, oder eben um eine gerade Zahl kleiner. q.e.d.

René Descartes (1596—1650) hatte in seinem Werk ,,La Géometri¢‘‘ (in dem es, wie der Name schon sagt,
eigentlich vor allem um (Analytische) Geometrie ging) im Jahre 1637 eine sehr dhnliche Aussage gemacht,
diese allerdings nicht bewiesen.

(nach http://www.cut-the-knot.org/fta/ROS2.shtml)




