Losen von Ungleichungen

Zu lésen sei eine Ungleichung der Form

p(x) >0,
wobei p ein Polynom ist. (Hat man eine Ungleichdeg Form p(x) < 0 oder p(¥)0 oder p(x}0, so gilt
das Folgende entsprechend auch).

Ist p vom Grad 1 (also eilinearer Term), so kann man die Ungleichung direkt mit Aglénzum-
formungen l6sen. Dabei ist nur zu beachten: wiedugleichung mit einer negativen Zahl multiplizier
dadurch dividiert, so dreht sich die Richtung degleichungszeichens um.

Beispiel:
-3x+9>0 | -9
-3x>-9 | (-3)
x<3
L=]-e:3

Ist p einPolynom von héherem Grad z. B.

x>=x >0,
so kann die Ungleichung i. A. nicht direkt geldserden. Man I6st dann zunéachst die zugehoérige
Gleichung

p(x) =0,
im Beispiel:
x>—x=0
Xx(x*-1)=0

X(x+1)(x-1)=0
alsox =0,%=-1, %=1.

Dann gibt es drei Mdglichkeiten:

1. Die Ungleichung kann graphisch gelost werdenfubDdasst man p als Funktionsterm einer
ganzrationalen Funktion auf und skizziert ihren ghen (mit Hilfe ihrer Nullstellen und deren
Vielfachheiten). Dann sind die Loésungen der Undjlerty die x-Werte, fur die der Graph oberhalb der x-
Achse verlauft.

Im Beispiel: die Funktion hat die drei Nullstellep= 0, % = -1, % = 1, alle sind einfach.

Skizze:
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Der Graph verlauft zwischen —1 und 0 und fiir xebgrhalb der x-Achse, also Ist=]-1;0[ LI ]1; oo ].



2. Man weiss, an welchen Stellen das Polynom glé&ichi ist — also muss das Polynom in allen
Intervallen zwischen und aul3erhalb dieser Stellemveder Uberall positiv oder Uberall negativ sein
(Anmerkung: das folgt, weil Polynomfunktionen tUbkesdetig sind.) Also muss man pro Intervall nur
noch je einen beliebigen Wert einsetzen und kermiddas Vorzeichen von p in diesem ganzen
Intervall.
Im Beispiel: Es gibt drei Nullstellen, also sin@wvintervalle zu betrachten.

* ]-%;-1}2.B.p(-2) = (-2)- (-2) = -6 <0

e ]-1;0[: z. B. p(-0,5) = (-0,5)- (-0,5) = 0,625 > 0

« ]0:1[: z. B. p(0,5) = 0,5— 0,5 = -0,625 < 0

e Jlio[z.B.p2)=2-2=6>0
Es ergibt sich alsdL =]-1;0[[1]1; .

3. Man benutzt eine Vorzeichentabelle. Dafir sd¢itireian den Term p zunéachst in faktorisierter Form;
dann legt man eine Tabelle an, die fir jedes lalemwischen und auf3erhalb der Nullstellen ein &pal
fur jeden Faktor und fur den kompletten Term eiedeZenthalt. In die Tabelle tragt man fur jedektba
das Vorzeichen ein, das dieser Faktor im jeweiligatervall hat. Damit kann man dann per
Multiplikation das Vorzeichen bestimmen, das demkéette Term im jeweiligen Intervall hat.

Im Beispiel: Die Faktorisierung des Terms ist—xx = x (x — 1) (x + 1).

Intervall | ]—o;-1[ | ]-1;0[ 10;1[ ]1;00]
X — — + +
x—1 — — — +
Xx+1 — + + +
X° — X — + — +

Es ergibt sich alsdL =]-1;0[[1]1; .

Anmerkungen:

1) Manche Ungleichungen lassen sich auch leiclit®en, z. B. quadratische Ungleichungen auch mit
Hilfe einer quadratischen Erganzung.

2) Die drei hier gezeigten Methoden kénnen auchkbeiplizierteren Ungleichungen angewandt werden
(Methode 2 aber nur, wenn der Term stetig isterdlhgs sind im Allgemeinen aul3er Nullstellen dann
auch noch Polstellen zu beachten.



