Lineare (Un-)Abhangigkeit

1. Versuchen Sie jeweils, den Vekiorals Linearkombination der Vektoren und b zu schreiben,
d. h. suchen Sie Zahlénundy, sodass gilt:
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Welche besondere Beziehung besteht in (b) una@ijs zwischen den Vektoren und b ?
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Formulieren Sie einen allgemeinen Satz:
Sind &,b OR? nicht , so kann man jedezkidr desR? als Linearkombination von

ihnen darstellen, und diese Linearkombination ist . Sind, b OR? dagegen ,

so kann man nicht jeden Vektor dRé als Linearkombination von ihnen darstellen; fie ®iektoren,
die als Linearkombination darstellbar sind, istsdi@ul3erdem nicht

2. Versuchen Sie jeweils, den Vektdr als Linearkombination der Vektored, b und ¢ zu
schreiben, d. h. suchen Sie Zahleand, sodass gilt:
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Berechnen Sie aul3erdem jeweils die Determinanterdsprechenden Koeffizientenmatrix. Welche
besondere Beziehung besteht danach in (b) unéw@ils zwischen den Vektoren, b und ¢ ?

Formulieren Sie einen allgemeinen Satz:
Sind &,b,¢ OR? nicht , so kann man jedezkiér desR® als Linearkombination von

ihnen darstellen, und diese Linearkombination ist . Sindi,b, ¢ OR® dagegen ,

so kann man nicht jeden Vektor dR& als Linearkombination von ihnen darstellen; fie iektoren,
die als Linearkombination darstellbar sind, istsdi@ul3erdem nicht



Verallgemeinernd definiert man:
Gegeben sind Vektorena,a,,...,a,. Kann man (mindestens) einewieser Vektoren als
Linearkombination der anderen darstellen (also.zap=2a, - 3a, +1a, + 04, +...), so nennt man die

Vektoren _linear abhangidg<ann man dagegen keineler Vektoren als Linearkombination der anderen
darstellen, so heif3en sie linear unabhangig

Speziell ergibt sich:
» st einer der Vektoren der Nullvektor, so sind dektoren immer linear abhéngig.
* Ein einzelner Vektor ist immer linear abhéngig.
« Zwei Vektoren sind genau dann linear abhangig, wemn kollinear sind; wenn von n
Vektoren zwei kollinear sind, so sind alle n Vektotinear abhéangig.
* Drei Vektoren sind genau dann linear abhangig, wsienkomplanar sind; wenn von n
Vektoren drei komplanar sind, so sind alle n Vedttolinear abhangig.

Wie man vorne gesehen hat, kann man einen Vektodamn_eindeuti@ls Linearkombination von zwei
bzw. drei Vektoren schreiben, wenn diese beiden. bdrei Vektoren_nichtkollinear bzw. nicht
komplanar sind. Als Verallgemeinerung dieser Tdisaergibt sich der

Satz:
Sind Vektorena, , a,,...,d, linear unabhangig, so ist fur jeden Vektorden man als Linearkombination

X=Aa +A,a,+...+A4a,
aus ihnen schreiben kann, diese Darstellung eifgjelth. diese Gleichung hat nur eine LosSARng\»,
...,An. Sind die Vektoren dagegen linear abhéngig, sbagilmehrere MdglichkeiterX darzustellen.

beachte:
Es wird nicht behauptet, dass man jeden Vektokialsarkombination vorg,, a,,...,48, schreiben kann —
nur, dass die Darstellung fur solche Vektorendesien dies moglich ist, eindeutig ist!

Speziell ergibt sich:

Vektoren sind genau dann linear unabhangig, wennNiglvektor eindeutig als Linearkombination
darstellbar ist, d. h. das zur Vektorgleichung

Ad, +A,8,+...+A1a =0
gehdrige LGS muss eindeutig l6sbar sein (darf mlsadie Losung\y = A, = ... =A, = 0 haben).

Aus der Cramerschen Regel folgt aber: Ein LGS Hatag dann eine eindeutige Losung, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix ungleich 0 Bamit folgt der

Satz: n Vektorend ,a,,...,a, desR" sind genau dann linear aithangig, wenn die Determinante der
Matrix, die aus den Vektoren gebildet wird gleich O ist.

Spezialfalle:

« Zwei Vektoren dedR? sind genau dann linear abhéngig, wenn sie kolliseal (s. 0.); dann ist
aber der Flacheninhalt des von ihnen aufgespantarallelogramms gleich 0. Diesen
Flacheninhalt berechnet man aber mit dem Kreuzgtodias genau die Determinante der Matrix
aus den beiden Vektoren ergibt.

« Drei Vektoren dedR® sind genau dann linear abhangig, wenn sie kompkind (s. 0.); dann ist
aber der Rauminhalt des von ihnen aufgespanntets §fgch 0. Diesen Rauminhalt berechnet
man aber mit dem Spatprodukt, was genau die Dataente der Matrix aus den drei Vektoren
ergibt.

beachte: Dieser Satz gilt nur bei n VektorenBes- wenn es weniger oder mehr Vektoren sind, siést
Matrix nicht quadratisch, also kann man keine Daieante berechnen!



l.a)2;-1
2.a)-4;5;-1



