Wichtige Formeln der Kombinatorik

Beispiel 1: Wie viele Moglichkeiten fiir die Sitzordnung gibt es in einer Klasse mit 25 Schiilern in einem
Klassenzimmer mit 25 Sitzpldtzen? Fiir den ersten Schiiler gibtes ~ Moglichkeiten, fiir den zweiten

Moglichkeiten, ....., fiir den 25. Schiiller =~ Mdglichkeit, also insgesamt: ~
Moglichkeiten.

Definition: wird mit n! abgekiirzt (sprich: ,,n Fakultit®); auerdem definiert man 0! = 1.
Beispiele: 25! = ;4! =

Mit dem Taschenrechner kann man Fakultiten einfach ausrechnen (Taste n! oder x!); auBerdem findet
sich im Tafelwerk (S. 4) eine Liste.

Satz: Die Anzahl der Moglichkeiten, n verschiedene Dinge in unterschiedlicher Reihenfolge anzuordnen,
ist durch n! gegeben.

Beachte: ITm Urnenmodell entspricht dies dem Ziehen von n verschiedenen Kugeln von n, ohne
Zuriicklegen, mit Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel 2: Drei rote und zwei weille Rosen sollen nebeneinander angeordnet werden. Wie viele verschie-
dene Farbanordnungen gibt es?

Es werden insgesamt fiinf Rosen angeordnet ==> Moglichkeiten

Diese Moglichkeiten sind allerdings nicht alle unterscheidbar; beispielsweise gehdren zum Ergebnis
rwrwr die Moglichkeiten

==> insgesamt gibt es nur unterscheidbare Mdglichkeiten.

Satz: Die Anzahl der Mdglichkeiten, n Dinge in unterschiedlicher Reihenfolge anzuordnen, wobei jeweils
mji, my, ... Dinge ununterscheidbar sind, ist gegeben durch

(,,Multinomialkoeffizient')

Dabeiistm; +mp + ... =

¢) Variationen

Beispiel 1: Ein Wiirfel wird dreimal geworfen. Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es fiir die
geworfenen Zahlen? Beim ersten Wurf gibt es Moglichkeiten, beim zweiten =~ Maoglichkeiten, beim
dritten = Mdglichkeiten, insgesamt also Moglichkeiten.

Satz: Die Anzahl der Moglichkeiten, k Dinge aus n auszuwihlen, wobei dasselbe Ergebnis auch mehrfach
vorkommen kann, mit Beachtung der Reihenfolge, ist durch ~ gegeben.

Beachte: Im Urnenmodell entspricht dies dem Ziehen von k Kugeln von n, mit Zuriicklegen, mit
Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel 2: Wie viele Moglichkeiten fiir die Sitzordnung gibt es in einer Klasse mit 25 Schiilern in einem
Klassenzimmer mit 32 Sitzpldtzen? Fiir den ersten Schiiler gibtes =~ Moglichkeiten, fiir den zweiten
Moglichkeiten, ....., fiir den 25. Schiiller =~ Mdglichkeiten, also insgesamt:

Moglichkeiten.

Dies kann man nicht als Fakultit schreiben, da die letzte Ziffer ja keine 1 ist. Mit einem Trick kann man
das Produkt aber so umschreiben, dass man das Produkt mittels eines Quotienten von zwei Fakultiten
schreiben kann; man ergidnzt (erweitert) das Produkt einfach zu einem Bruch (man multipliziert erst mal
mit den Zahlen, die fehlen, und teilt dann gleich wieder dadurch):

U = )




Satz: Die Anzahl der Mdglichkeiten, k verschiedene Dinge aus n auszuwéhlen, mit Beachtung der
!
Reihenfolge, ist (— (auch ,,k-Permutationen" genannt; TR: nPr)

- )

Beachte: Im Urnenmodell entspricht dies dem Ziehen von k Kugeln von n, ohne Zuriicklegen, mit
Beachtung der Reihenfolge.

Beispiel: 3 Personen verteilen sich auf 5 Stiihle; die genaue Sitzordnung interessiert aber nicht, sondern
nur, welche Stiihle besetzt sind (die Reihenfolge ist also unwichtig). Wie viele Moglichkeiten gibt es?
Der Ergebnisraum ist hier QQ = { }

!
Beriicksichtigt man zunéchst die Reihenfolge, so gibt es ﬁ Moglichkeiten. Andererseits gibt es

aber Moglichkeiten, die 3 Personen auf die 3 besetzten Stiihle zu verteilen (zum Beispiel gehdren
zum Ergebnis 123 die Moglichkeiten ). Ignoriert man die Reihenfolge,

! 5
so bleiben also 7 S o Moglichkeiten; dafiir schreibt man kurz (3}

!
Definition: Der Term ﬁ wird mit (Zj abgekiirzt (sprich: ,,n iiber k* oder ,.k aus n) und heif3t

Binomialkoeffizient.

Mit dem Taschenrechner kann man Binomialkoeffizienten leicht berechnen (Taste nCr); aulerdem findet
sich im Tafelwerk (S. 6) eine Liste.

Satz: Die Anzahl der Moglichkeiten, k verschiedene Dinge aus n auszuwidhlen, ohne Beachtung der

Reihenfolge, ist (Zj .

Beahte: Im Urnenmodell entspricht dies dem Ziehen von k Kugeln von n, ohne Zurilicklegen, ohne
Beachtung der Reihenfolge. (Beispiel: Lotto!)

(a+b)¥=a’>+2ab+b>=12a’b"+2a'b' +1a%’
(a+b)> =a’+3a’b+3ab>+ b’ =12a°b’ + 3 a’b! + 3 a'b? + 1 2 (siehe Formelsammlung)
(a+b)*=a*+4a’b + 6a°b? + 4ab’ + b* =1 a*b’ + 4 a’b! + 6 a’b?> + 4 a'b> + 1 a%* (nachrechnen!)

vergleiche die Vorfakten mit den ersten Binomialkoeffizienten (siehe Tabelle im Tafelwerk) =
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allgemein gilt also:

n n—-070 n n=lg1 n n-nyn C n n—iy i : : 173
(at+b)"= 0 a"’b" + | a"b +...+| |a""b :z la""'b"  (,,Binomischer Lehrsatz*)
n
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(a+b)=




