Integrale von (natiirlichen) Potenzen von sin

— und das ,,Wallis-Produkt*¢ fiir t

Im Unterricht wurde bereits besprochen, wie man [ sin?(x) dx, [ sin3(x) dx, [ sin*(x) dx, ... prinzipiell
berechnen kann (bei geraden Potenzen: sin?(x) = i(l — cos (2x)) verwenden; bei ungeraden Potenzen z =

cos(x) substituieren). Hier soll aber nun eine allgemeine Formel fiir beliebige natiirliche Potenzen hergeleitet
werden, sodass man sich in Zukunft sparen kann, die Integrale iiberhaupt noch berechnen zu miissen.

Ziel ist es also, eine Stammfunktion zu [ sin™(x) dx zu bestimmen mit n € N; diese bezeichnen wir im
Folgenden mit F, (x). Im Wesentlichen werden wir versuchen, die ,,Phonix‘‘-Methode zu verwenden. Fangen
wir also mit einer partiellen Integration an; dafiir schreiben wir den Integranden zunéchst als Produkt:

E,(x) = f sin™ 1(x) - sin(x) dx.

Den ersten Faktor leiten wir nun ab, den zweiten auf:
E,(x) = sin® (x) - (—cos(x)) — j(n — 1) sin™2(x) cos (x) - (—cos(x)) dx

Im hinteren Summanden konnen wir nun die Kosinusfunktionen zusammenfassen; auflerdem konnen wir die
konstanten Faktoren (n — 1) und —1 aus dem Integral herausziehen:

E,(x) = —sin™ 1(x) cos(x) + (n — 1) f sin®2(x) - cos?(x) dx

Dass im zweiten Integral nun auch Kosinusfunktionen stehen, stort natiirlich bei der weiteren Rechnung. Aber
wir haben ja schon ofters verwendet, dass man diese mit dem ,,trigonometrischen Pythagoras‘‘ wieder in
Sinusfunktionen umschreiben kann:

E,(x) = —sin™ 1(x) cos(x) + (n — 1) f sin™2(x) - (1 — sin?(x))dx
Das tibrige Integral konnen wir nun in zwei Integrale aufteilen,
E,(x) = —sin™ 1(x) cos(x) + (n — 1) f sin" 2(x)dx — (n—1) f sin™(x) dx

Damit haben wir aber nun den ,,Phonix‘‘ gefunden: hinten steht einfach wieder das urspriingliche Integral.
AufBlerdem findet sich im mittleren Summanden fast das urspriingliche Integral wieder, aber eben mit der
Potenz n — 2 statt der Potenz n, also

E,(x) = —sin™ 1(x) cos(x) + (n — 1)F,_,(x) — (n — 1)E,(x)
Bringen wir (n — 1)F,(x) auf die linke Seite und fassen zusammen, dann haben wir
n E,(x) = —sin™1(x) cos(x) + (n — 1)F,_,(x);
also bleibt schlielich

sin" '(x)cos(x) n-—1

Fr(x) = — - + ——F 2 (%).

Das ist zwar keine Formel, mit der wir die gesuchten Stammfunktionen alle direkt angeben konnen — aber
zumindest ist es eine sogenannte ,,Rekursionsrelation‘‘: Wenn eine Stammfunktion zur Potenz n — 2 bekannt
ist, dann kann man die Stammfunktion zur Potenz n nun leicht ausrechnen, ohne nochmals ein Integral
berechnen zu miissen. Daraus erhélt man dann die Stammfunktion zur Potenz n + 2 usw.



Was noch fehlt, sind nur die ,,Startwerte‘* fiir die niedrigsten moglichen Potenzen n = 0 und n = 1; diese
sind ja aber beide sehr einfach:

Fo(x) = fsino(x) dx = j ldx =x+C; F(x) = jsinl(x) dx = —cos (x) + C

Mit der Rekursionsrelation erhalten wir daraus beispielsweise sofort:

sin?~1(x) cos(x)
2

. sin(x) cos(x)

F,(x) = [sin?(x) dx = — .

+ 2R () = +ox+C

und

sin3~1(x) cos(x) sin?(x) cos(x) 2

F3(x) = [sin3(x) dx = — + %Fg_z(x) =— . Scos (x) +C

(Fiir ein allgemeines Ergebnis siehe die letzte Seite!)

Ist man nur an bestimmten Integralen interessiert, dann erhédlt man deutlich einfachere Ergebnisse. Aus der
Rekursionsformel ergibt sich

/2 . _ _sin”‘l(x)cos(x) /2 n-1 mw/2 . n_o
fo sin (x)dx—[ — ]O +— fo sin™ 2 (x) dx,

und wenn man im vorderen Summanden die beiden Integrationsgrenzen einsetzt, dann verschwindet dieser

komplett (wegen sin(0) = 0 und cos (g) = 0); es bleibt also nur noch

/2 n-1 2 . nlo
Jo “sin™(x) dx = Tfoz sin™2(x) dx. (*)

bzw. mit der Abkiirzung I, := [[/* sin"(x) dx schlieBlich: [l = =21, ,.

n

Mit I, = fon/z sin®(x) dx = fon/z 1dx =§ und I, = fon/z sin!(x) dx = [—cos (x)]g/2 =1 erhalten wir

daraus beispielsweise

1

I, = fon/zsinz(x) dx = %IO = % =% und I3 = fon/zsin3(x) dx = 3%11 =

N |-
w N
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Bis hierhin wurde die Rechnung {ibrigens inspiriert von https://www.youtube.com/watch?v=0aVVudlsq40,
auch wenn ich hier dann doch deutlich anders vorgegangen bin. Im Folgenden baue ich dann eher auf diesem
Video auf: https://www.youtube.com/watch?v=l FUOCH3EBE. Eine sehr &hnliche Rechnung findet sich
auch in https://www.youtube.com/watch?v=EZSiQv_G9HM, eine deutliche andere Herleitung desselben
Ergebnisses dagegen in https://www.youtube.com/watch?v=EZSiQv_G9HM.

Letztlich geht es um den Beweis einer Darstellung von r als ,,unendliches Produkt*‘, welche in sehr dhnlicher
Form (aber mit komplett anderen Methoden, vgl. das dritte Video oben) bereits um 1655 vom englischen
Mathematiker John Wallis (1616—1703) entdeckt wurde:

m_2:2:4°4:66"..
2 1:3:3:5:5-7-...

Im Zidhler des Bruchs steht also ein Produkt aus allen geraden Zahlen, wobei jede zweimal vorkommt; im
Nenner dagegen ein Produkt aus allen ungeraden Zahlen, von denen jede ebenfalls zweimal vorkommt.

Oben haben wir bereits gesehen, dass sich bei geraden und bei ungeraden Potenzen von sin deutlich
unterschiedliche Werte fiir das Integral (*) ergeben: Im ersteren Fall haben wir rationale Vielfache von =, im
letzteren einfach nur rationale Zahlen. Schauen wir uns die bestimmten Integrale mit geraden Potenzen 2n
und ungeraden Potenzen 2n + 1 also mal getrennt an:

/2 . 2n-1 (% . _ T 1 b4
1271 =f0 Slnzn(x)dx=7f0251n2n Z(X)deZ‘ B. IO =;7 12 =5571 ="z, 16 =zt Ea



und

T
_ 71'/2 o 2n+1 _ 2n 5 i 2n—1 _ _ 2 _ 4 2 _ 4
Lngr = [, sin®™*1(x) dx = — Jgsin?" M (x)dx,z. B. I = 1,15 = Sh=c =200
. . 2n—1 3 1 7 2n 4 2
allgemein gilt also: [,,, = ——+ ...- = =" —und [ = ==
g g 2n 2n 4 2 2 2n+l 7 ont 5 3

Das sieht schon mal ganz gut aus: bei den einen Integralen ergibt sich im Zéhler ein Produkt aus den ungeraden
Zahlen, im Nenner ein Produkt aus den geraden Zahlen; bei den anderen Integralen genau umgekehrt.

AuBerdem haben wir bei der ersten Sorte von Integralen auch schon ein g stehen. Damit wir das gewiinschte

Wallis-Produkt erhalten, bei dem jeder Faktor doppelt vorkommt, miissen wir also anscheinend nur die zweite
Sorte von Integralen durch die erste Sorte teilen:

2n_ 42
12n+1: Zn+1 53 _ 2n-2n-.-4-4-2-2 E
Ly 2n—-1 3 1m (2n+1)-(2n-1)-..-5:3:3+1 =
2n 402 2

Der erste Bruch ist nun, wenn man n gegen unendlich gehen lésst, in der Tat genau das Wallis-Produkt.
Allerdings steht dahinter noch der Bruch % —und das ist ja genau falsch herum! Holen wir diesen Bruch also
auf die andere Seite der Gleichung, dann ist er richtig herum:
2n-2n-..-4-4-2-2 _bhpyo
2n+1)-2n—-1)-..-5-3:3+1 I, 2

Um zu beweisen, dass das (unendliche) Wallis-Produkt tatséchlich % ergibt, miissen wir also ,,nur‘‘ noch

zeigen, dass der Bruch 127—“ fiirn ->— oo gegen 1 geht, d. h. die Werte der Integrale werden mit wachsendem
n

n immer dhnlicher zueinander.

Um das zu zeigen, machen wir eine Abschétzung: Das Integral verlduft ja {iber das Intervall [0; g], und in

diesem Intervall gilt sicher 0 < sin”™(x) < 1. Wenn man eine Zahl zwischen 0 und 1 potenziert, dann wird
das Ergebnis aber sicher umso kleiner, je hoher die Potenz ist; es gilt also:

sin?™(x) < sin?™*1(x) < sin?™*2(x)

und damit sicher auch I,,, < I,41 < 5,42 Mit der Rekursionsrelation (*) konnen wir den hinteren Term aber
noch umschreiben,

2n+1

L, <I —
2n = 12n+1 = Jn+2

2n

Teilen wir diese Doppelungleichung durch I,,, dann haben wir in der Mitte genau den gewiinschten Bruch,
vorne ergibt sich natiirlich 1, und hinten bleibt der Bruch {ibrig:

I 2n+1
1 S 2n+1 S
Ly — 2n+2

Fiir % gilt aber sicher % — 1 (ZG = NG, Quotient der Leitkoeffizienten!). Also bleibt

.
1< lim2*%<1,

n—-oo Izn

und diese Doppelungleichung kann offensichtlich nur dann erfiillt sein, wenn lim fnt1 _ gilt. Damit ist

n—-oo Izn

aber nun

. 2n2n-...4+4-2:2
lim =
n—-oo 2n+1)-(2n—1)-..-5-3:3+1

s
;9

die Wallis-Produktdarstellung fiir & ist also bewiesen.



Allgemein: Setzt man die Rekursionsrelation immer wieder in sich selbst ein (erst mit n, dann mitn — 2,
dann mit n — 4), erhilt man

F.(o) = — sin™ 1 (x) cos(x) n-1 sin®3(x)cos(x) n—1n-—

3
E, _
n n n—2 n n—2"4(x)

sin® 1(x) cos(x) n—1sin®3(x)cos(x) n—1n—3sin®>(x) cos(x)

n n n—2 n n—2 n—4
n—1n—-3n-5
Fn—ﬁ(x)'

n n—2n—4
und wenn man das immer weiter macht, bleibt schlieBlich fiir gerade n (mit Fy(x) = x + C)

L

cm—-1)m=3)..(n—2i+1)
nn—-2)(n—4)..(n—2i)

n-1)Mn-3)..1
nn—2)(n—4)..2"

f sin®(x) dx = — sin® 172{(x) cos(x) + +C,
fir ungerade n dagegen (mit F; (x) = — cos(x) + C)
n-1

< -1 —-3).n-2i+1 .
] sin™(x) dx = — Z (7711(71 —)(Zn)(n _) 4)(.7.1. o _l -Zl_i) ) sin™ 172! (x) cos(x) + C.

Mithilfe von Fakultiaten, Binomialkoeffizienten und ziemlich viel Bastelei kann man diese Formeln noch
umschreiben zu

- - — C
. (2n—2—21) 4H1(2n — 1 — 2i) 4n 2x+
N R
bzw.
_; )4'sin?2l(x) cos(x
fsin2n+1(x)dx=—z( n2 L ) () cos(x)
- ( ") 2n+1
=0 n
Fiir die bestimmten Integrale ergibt sich dann:
ﬂ sin?"(x) dx = 222 T @E bzw ﬁ Sin2n*1(x) dx = L0° _ 4"
0 4n(nl)2 2 4m 2 ) 0 (2n+1)! (2n+1)(2:) )

und damit ist
Ipny1 _ 42" (nh)* 2 42"
- 1 1
Irn Cn+1)'@2n)! © (2n +1) (2:)

2"

Da der Bruch links gegen 1 geht fiir n — oo (iehe Seite 3), folgt also die Darstellung
42n

7T .
— = lim

" 2n+ 1) (2;)2

fur das Wallis-Produkt.



