Einige Formeln zum Goldenen Schnitt

Eine Strecke wird im Verhaltni® geteilt, wenn das Verhaltnis der Gesamtstrecke nztMlangeren
Teilstrecke M gleich dem Verhaltnis der langerenisiecke M zur kirzeren Teilstrecke m ist. Aus
dieser Definition ergibt sich:
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Damit kann man auch hdohere Potenzen®orereinfachen, z. B.:
P =P’ =[P +1)=P*+ P =P +1+ P =20 +1
Ebenso ergibt sich:

P*=3b+2
®° =50 + 3,
(Anmerkung: die hier auftretenden Zahlen heif3ern &ulsonacci-Zahlen) und auf3erdem auch
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L6st man die quadratische Gleichungdrso ergibt sich:
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Damit kann man dann z. B. auch zeigen:
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AulRerdem ist noch zu beachten, dass bei sogenaGutielenen Dreiecken das Verhaltnis der Schenkel
zur Grundkantenldnge geradebetragt, und dass das Verhaltnis der Diagonalkeseaiagularen Funfecks
zur Kantenlénge ebenfalls gendust.
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Vorarbeit: Um- und Inkreisradius und Flacheninle@ties reqularen Finfecks

fur ein regulares Zehneck (Kantenlangg gilt: Umkreisradius i = ao ®
(Ein reguléres Zehneck besteht aus 10 Goldenemrtken!)

Zusammenhang zwischen regularem Zehneck und Finfeck
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Rs=Ri0
(1) 5+X=Ro=Rs
(2) (5)° + (&/2)° = (R)’

(3) X + (a/2) = (a0)” = (Ri/DP)*=(Re/P)°



(1) in (3):
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in (4):

(R-1s)* + (&/2)° = (Re/P)?

(Re-15) = (15)° = (R/P)” — (Re)°

(Re)* =2 R 15 + (15)° - (1s)” = (Re)/D” — (Rs)”
2 (R)? =2 R s = (Re)%/d?

2 R — 2 = Ry/D?

2% =2R — R/P?

rs = Rs — Ry/(29%) = Ry/2 (2 — 11p?) = %R5

(R /2)% + (&5/2) = (Re)’

(Re)* D/ 4 + (8)°/ 4 = (R)?

(Re)’ ®° + (&)* = 4 (R)’

(&)’ =4 (R)*- (R)* ° = (R)’ (4 —P7)
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Flacheninhalt: Ein reguléares Sechseck besteht aglsiéhschenkligen Dreiecken mit Grundkante a und

Hohe g == %—S%IESD%\/;

o= 5 a) VB0 =2 () V(@2

Volumen und Oberflacheninhalt eines lkosaeders

Die Oberflache besteht aus 20 gleichseitigen Dkeiecler Seitenlange a und Flacheninhalt G
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Das lkosaeder selbst besteht aus 20 regularenetigen Pyramiden mit Grundkantenlange a,
Seitenkantenldnge R (Umkugelradius des lkosaedasHo6he r (Inkugelradius des Ikosaeders)
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O wurde oben ausgerechnet, fehlt noch r. In eirerRyramiden kann man aber wieder den Satz des
Pythagoras anwenden (rechtwinkliges Dreieck mit digpuse R und Katheten r und; R

233

57& =?a (Umkreisradius des gleichseitigen Dreiecks)):
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Fehlt also noch R... Das ist leider noch etwas Kiamepter.

Bezeichne mit M den Mittelpunkt des Ikosaeders. Dbere Teil des Ikosaeders ist eine regulare
funfseitige Pyramide; bezeichne ihre Ecken mit A D, E, ihre Spitze mit S, ihren H6henful3punkt

mit H (ihre Hohe ist danrh =H_S). AulRRerdem liegt im Ikosaeders auch noch die égullinfseitige
Pyramide ABCDEM mit demselben HohenfuRpunkt H uadidohe MH .

Dann qilt:

(1) MA=MB =MC =MD =ME = MS =R (nach Definition des Umkugelradius)
(2) MH + HS=MS=R

(3) H_S2 + (R5)2 =a’ (rechtwinkliges Dreieck in der Pyramide ABCDES)

4) MH’ + (R5)2 = R?(rechtwinkliges Dreieck in der Pyramide ABCDEM)

aus (3) und (4) ergibt sich:
R=d+MH -HS

mit (2):
R=¢+(R-HSf -HS' =4+ R -2RHS+HS -HS'  |-R
0=4 - 2RHS | +2RHS
2RHS =& | :2HS
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andererseits erhalt man aus (3):

HS= az—(Rs)2=Ja“{aJ%T:m:aJ%

also ergibt sich:

oben eingesetzt folgt:
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eingesetzt in die Volumenformel ganz am Anfang,ead@m O einsetzen:
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vereinfachen:

_§ 23=§ 3=£ 3
V=0 6(q>+1)a 12(3+\/§)a

Volumen und Oberflacheninhalt eines Dodekaeders

Die Oberflache besteht aus 12 regularen FlinfeckeKantenlange a, also:

0=12[A =1293a2\/i\/§¢j3
0=3a%/(50) =302 /(®+2)

Wie oben ergibt sich zunachst:
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und wieder fehlt der Inkugelradius r. Mit dem Salegs Pythagoras, angewendet auf ein passendes
rechtwinkliges Dreieck in einer der 12 reguléarenf$igitigen Pyramiden, aus denen das Dodekaeder
besteht, gilt:

(R)’+P =R, also: ¥=R-(R)}=R-4& @
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Um R zu berechnen, kann man &ahnlich wie beim Ikisiageorgehen. Betrachte hier die zwei regularen
dreiseitigen Pyramiden, die von vier aneinanderreamgenden Ecken bzw. von drei dieser Ecken und
dem Mittelpunkt des Dodekaeder gebildet werdene®bnet S die Spitze der ersteren Pyramide und H
den (gemeinsamen) Hohenful3punkt der beiden Pyramsdefolgt wie oben:

a2
2HS
Hier gilt allerdings nun:
HS'+(R) =",
wobei R nun den Umkreisradius der gemeinsamen Grundfldend®yramiden (gleichseitiges Dreieck)

bezeichnet. Die Seiten dieses gleichseitigen Dksiaserden durch Diagonalen d dreier Finfecke
gebildet.Damit ist dann der Umkreisradius des Dreiecks:
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Es ergibt sich also:

RS (0T -R) = a0 = S e-07)= o)== 2




Oben eingesetzt folgt damit fir den Umkugelradius:
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Fur den Inkugelradius ergibt sich dann:

2 2
r? =%a2q>2 —a2 P =2 (3/50 - 40)= 2 (30 +2)0 - 40)
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eingesetzt in die Volumenformel hat man also s@tité:
5 2 P 42
V= % [(Ba’y (\/gcb)3 %8.1/% =%a3,/ \/ET/E ® =%a3w/56138
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