Grenzwerte an einer Stelle

Ganz kurze Zusammenfassubgr Grenzwert einer Funktion f(x) an der Steljegibt an, was mit den
Funktionswerten passiert, wenn man ,immer ndheX;aan geht. Im Folgenden etwas ausfuhrlicher...

Viele Funktionen sind nicht auf gaifi definiert, sondern fur einige reelle Zahlen ebahindefiniert.
Diese Zahlen nennt man Definitionslicken.

Beispiel:
2 _
f(x) = Xz 1 hat die Definitionsmeng® = R \ {O; 1}, weil die Funktionswerte fir x = 0 undx 1
X< =X
2_1  _ 2 _
nicht definiert sind: f (0) = 0" -1 :—1; f@Q= r-1 :9. Die Zahlen 0 und 1 sind hier also
0°-0 O 12-1 0
Definitionslicken.
Der Graph dazu sieht folgendermafen aus:
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Der kleine Kreis bei x = 1 deutet an, dass die onkan dieser Stelle nicht definiert ist. Allergssieht
es SO aus, als ob die Funktion an dieser Stelen#ligh den Funktionswert 2 haben sollte: wenn r@m
links oder rechts kommt und sich immer mehr delé&te= 1 nahert, so ndhern sich die Funktionswerte
(y-Werte) immer mehr dem Wert 2 an. Das kann maeifiige Werte auch ausrechnen:
f(1,1) = 1,9090...
f(1,01) = 1,9900...
f(0,9) = 2,1111...
f(0,99) = 2,0101...
Man sagt deswegen, die Funktion hat an der Stetld xlen GrenzweR, kurz:
Iiml f(x)=2,
X —

sprich: ,Limes f von x flr x gegen 1 ist gleich Die Funktion ist an dieser Stelle dann konverdea.
sie konvergiergegen 2.

Beachte nicht fur jede Definitionslicke gibt es einen Grwert! Zwingende Voraussetzung bei
Funktionen wie oben ist (das gentigt aber noch Djakdss sich beim Einsetzen der Stelle in die Eank

% ergibt! (das hatten wir oben ja an der Stellel =



Gibt es an einer Stelle einen Grenzwert, so neramt dne Definitionslickébe)hebbar

Gibt es dagegen keinen Grenzwert, so nennt maStdiee eindUnendlichkeits-oderPolstelle Das sieht

man im Schaubild daran, dass der Graph nach obsmuoten verschwindet. Die Funktionswerte werden
also bei Annaherung an die Stelle (im Beispiel oken0) immer gré3er oder immer kleiner, statt sich
immer mehr einem bestimmten Wert zu ndhern. Se#xt die Stelle in die Funktion ein, so ergibt sich
const

mit einem konstanten Wert ungleich 0 (im Beisjieén hatten Wi% an der Stelle x = 0). Man

sagt dann, die Funktion ist an dieser Stelle disetigzw. sie divergiert

Anmerkungen:

« ein wenig mathematischeusgedriicktEine Zahl g heil3t Grenzwert einer Funktion f aneein
Stelle %, wenn der Abstand [f(x) — g| beliebig klein wivgknn man mit x nahe genug anheran
geht, sprich: wenn der Abstand |xqf Bdein genug gewahlt wird.

* streng mathematische Definitiokine Zahl g heil3t Grenzwert einer Funktion f ameeiStelle ¥,
wenn man fur jede Zafsgl> 0 eine (im Allgemeinen voaabhéngige!) Zahd > 0 finden kann, so
dass fur alle x mit |x —ok< & gilt, dass |f(x) — g| € ist.

Zuruck zum BeispieDben hatten wir vermutet, dass
2
X -1

2 =2

lim
X-1xc — X
gilt. Das mussten wir aber eigentlich noch mathé&ohtbeweisen — mit der Definition von oben... Aber
SO ein Beweis ist eine ellenlange Rechnerei, dia sieh normalerweise nicht antun will (und die hier
nicht vorgefihrt wird — muss man nicht wissen unitde nur verwirren). Statt dessen verwendet man

wieder die bereits bekannten Grenzwertsatze.

2

Den Grenzwertlim kann man dann relativ einfach berechnen. Zundmhstitzt man im Zahler

x-1x% - x

die dritte binomische Formel und klammert im Nernvewus:
i FFD(x=)

x-1 X(x-1)
. : +
Jetzt kirzt man mit (x — 1)= Ilmx—1
Xx-1 X
lim(x+1)
Jetzt kann man Satz 3 (fir Quotienten) ausnutzeehill,i
im x
X1
limx+1lim1
Und schlieBlich Satz 1; = X~ x=1
lim x
X-1
Weil aber offensichtlicHimlx =1lund Iimllzl ist, ergibt sich schlieflich als Ergebnis tatsithl
X - X—
2
. x°-1
lim— =2
x-1x% =X
Dasselbe erhalt man naturlich, wenn man bei
. x+1
lim——
X-1 X

einfach direkt fir x in den Term 1 einsetzt. Dieef@@wertsatze kann man sich also normalerweise sogar
Sparen!



Schlussendlich haben wir also:

Grenzwertberechnung bei gebrochenrationalen Fumdaidir x[T1 — Xo:

1. Forme den Funktionsterm so um, dass man dewiHakt %) heraus kirzen kann (im Beispiel obeén:
(x — 1) wurde heraus gekurzt). Das erreicht magldéaktorisieren der Terme im Zahler und Nenner,
z. B. durch Ausklammern oder Anwenden von binonmesckormeln. Auch Polynomdivision kann
zum Ziel fuhren.

2. Setze im gekirzten Term einfach den WegHiR.

Bei ganzrationalen Funktionen geht’s noch einfacti@kann man einfach gleich @insetzen!

Noch ein Beispiel nach diesem Verfahren:

. 2x%-12x+18
lim——MM——
x-3 3-x
Im Zahler kann man 2 ausklammern und dann die pvitomische Formel anwenden, im Nenner kann

man —1 ausklammern:
_m2
= Jim 2X=3°
x-3=1[{x—-3)
Jetzt kann man den problematischen Faktor (x i)dhn:
e 2(x—3)
=lim—=
x-3 =1
Und nun, wo der problematische Faktor weg ist, kaan einfach x = 3 einsetzen:
_ 2[(3-3) 0
-1
Der Grenzwert ist also O.

Stattdessen hatte man auch die Polynomdivisiornibtesh kénnen:
(2x°—12x +18) : (x +3)=-2x + 6
Damit ergibt sich ebenso:

2 _
fim 2% —12x+18 _ lim(-2x +6) = —2[B+6 = 0,
X3 3—X x-3

Noch einfacher geht die Rechnung oft, wenn man rchde + h ersetzt und dann den Limes=h O
berechnet (ist dann natirlich dasselbe wi® %, !). Man muss den Term dann nur so umformen, dass
man h heraus kurzen kann (sprich: nur im Zahlerusklammern), und kann danach direkt h = O
einsetzen. Beispiel:
4-x? _ . 4=(+hf? _ . 4-(a+an+h?) . —an-h? . hi-4-h)
x-2 X=2 h-0 2+h-2 h-0 h h-0 h h-0 h

Der Grenzwert ist also —4.



