Extremwertaufgaben

(und einige andere Anwendungsaufgaben)

Die Priifungsaufgaben kann man im Wesentlichen in acht Kategorien einteilen (es gibt auch ein paar
Sonderfille; die werden am Schluss in Kapitel 9 besprochen). AuBerdem gibt es auch oft Aufgaben, in
denen es um die grofte oder kleinste Steigung oder das groBte oder kleinste Gefille oder die grofite oder
kleinste Anderungsrate geht; das sind nicht im eigentlichen Sinne Extremwertaufgaben, solche Beispiele
werden hier also nicht besprochen.

Im Folgenden sind die Kategorien teils nach der Schwierigkeit geordnet, teilweise aber auch danach, wie
haufig sie vorkommen. Grundlage sind die Priifungen und viele der Nachtermine aus den Jahren 1999 bis

2024.

Prinzipiell gilt eigentlich immer:

Der erste Aufgabenteil mag schwierig sein — der zweite ist aber praktisch immer einfach! Es geht
ja nur darum, ein Maximum oder Minimum einer gegebenen Funktion zu finden (und diese
Funktion ist ja praktisch immer als Zwischenergebnis angegeben), also letztlich einen Hochpunkt
oder Tiefpunkt! Das ist nicht nur eine Standardrechnung, sondern es steht sogar in der Merkhilfe,
wie das geht: erste Ableitung gleich Null setzen; Gleichung 16sen; Ergebnisse in die zweite
Ableitung einsetzen, um zu priifen, ob es ein Hoch- oder Tiefpunkt ist (oder Monotonie verwenden).
Im Folgenden wird deshalb auch immer nur der erste Aufgabenteil ndher besprochen.

Randwerte nicht vergessen! Es kommt zwar nur sehr selten vor (z.B. Priifung 2003-Al1/3), dass der
gesuchte Extremwert am Rand der Definitionsmenge liegt, dennoch muss das immer iiberpriift
werden! (Alternativ kann man manchmal auch anders argumentieren, dass ein gefundener relativer
Extremwert sogar ein absoluter Extremwert ist — ist die Funktion z. B. quadratisch, so ist der
Extrempunkt ja automatisch der Scheitelpunkt und damit ein absoluter Extrempunkt. Vorsicht: Das
klappt aber nur, wenn der x-Wert des Scheitels in der Definitionsmenge liegt!) Falls man die
Definitionsmenge nicht bestimmt hat, sollte man sich dafiir notfalls irgendwelche Werte aus den
Fingern saugen, die halbwegs plausibel aussehen — mit etwas Gliick bekommt man noch einen
Folgefehler darauf!

Im (sehr seltenen!) Fall, dass ein ,,Rand“ der Definitionsmenge oo oder —oo ist, muss man den
entsprechenden Grenzwert der Funktion betrachten.

Die Definitionsmenge kann man z. B. so bestimmen:

o bei den meisten geometrischen Aufgaben: Ansetzen, dass alle Streckenlédngen groBer als
Null sein miissen; aus diesen Ungleichungen erhilt man die Definitionsmenge. Deshalb ist
die Definitionsmenge hier ein Intervall, das praktisch immer bei Null anfiangt. Ob man die
Null ein- oder ausschlieft, ist meist Geschmackssache — steht in der Rechnung die Variable
aber irgendwo im Nenner eines Bruchs, so muss man die Null ausschlie3en.

o Bei vielen (aber nicht allen!) geometrischen Aufgaben kann man auch die Nullstellen der
gegebenen Funktion als Rander der Definitionsmenge benutzen.

o Bei Aufgaben, wo ein Punkt auf einem Funktionsgraph liegen soll, wo der Abstand zweier
Graphen gefragt ist oder dhnliches, kann man die Definitionsmenge meist direkt aus der
Skizze oder aus den gegebenen Definitionsmengen ablesen.



1. Abstdnde zwischen Graphen
Dies wurde in der Priifung 2005-AlI1/2.3-4 und im Nachtermin 2008/4 gefragt — und ist eindeutig der
einfachste Aufgabentyp.

Hier bildet man einfach die Differenz der beiden Funktionsterme (oberer minus unterer!). Die sich
ergebende neue Funktion nennt man z. B. d (in beiden Priifungsaufgaben war das sogar so vorgegeben).
Von dieser Funktion d bestimmt man dann den Hochpunkt bzw. Tiefpunkt — je nachdem, ob der grofB3te
oder der kleinste Abstand gesucht ist. (in beiden Priifungsaufgaben war der kleinste gefragt)

2005-Al
Nebenstehende Skizze zeigt den Querschnitt einer
y
tiberdachten Wasserrutsche. Der Graph G, stellt < ‘ e
die Wasserrutsche, der Graph Gy, stellt die .

Bedachung dar, die iiber die Rutsche hinaus verlangert

ist. Die Funktionen w und b sind gegeben durch ) \ \

WX HIOLO(# —15x? +500) mit D, =[0;10]

und bleﬁix2 —£x+10 mit Dy =[0;15].
30 36

2.3 Die Funktion d:X > d(x) mit D4 =[0;10] beschreibt den in y-Richtung gemessenen Abstand

zwischen Wasserrutsche und Dach. Zeigen Sie, dass sich d(x) auch in der Form

d(x) = _L 34 1—1x2 — 3_2); + 5 schreiben lésst. (2 BE)

100 60

2.4 Aus Sicherheitsgriinden wird ein in y-Richtung gemessener Mindestabstand zwischen Wasserrutsche und
Dach von 3,30 (LE) vorgegeben. Untersuchen Sie rechnerisch, ob dieser Mindestabstand an jeder Stelle
eingehalten wird. (8 BE)

Losung (zu 2.3):

Oben ist das Dach (beschrieben durch die Funktion b), unten ist die Wasserrutsche (beschrieben durch die
Funktion w). Also ist:

d(x) =b(x) - w(x) = L x* - Ex+ 10— -k (x> - 15x* + 500)

2 15 2 — 35
——x——x+10—mx+100x—5 __WX (% 100)x— x+10-5

= Hllx? By 45 (die beiden Briiche addieren kann man mit dem TR machen!)

Die Deﬁnltlonsmenge 1st hier schon in der Aufgabe angegeben: Dq = [0;10]. Am Schluss von 2.4 ist also
noch zu priifen, ob d(0) oder d(10) kleiner sind als der berechnete (relativ) kleinste Wert.



Nachtermin 2008/4

40  Nebenstehende Skizze zeigt das Modell y
eines Hochseilgartens. Zwischen den
Punkten A(0]2) und C(15/2,5) ist ein
Seil gespannt. Der Querschnitt des unter
dem Seil liegenden Geldndes wird durch
die Funktion

> (x)—_l— S_i 2+.l_1x
" 450 50" 30

mit D, =[0;15] beschrieben.

42 Der senkrechte Abstand zwischen Boden und Seil wird mit d(x) bezeich-

net (s. Skizze). Bestimmen Sie x so, dass dieser Abstand den absolut
klemnsten Wert annimmt. Runden Sie auf zwei Nachkommastellen. (7 BE)

Losung (zum Anfang von 4.2):

Oben ist das Seil (beschrieben durch die Funktion p), unten ist der Boden (beschrieben durch die Funktion
q). Also ist:

dx)=px)-qx)=&x* - Bx+2-(Lx*-2x*+ L8 2X) (Klammern setzen nicht vergessen !!!)
=dx?-Bx+2- Lx?+3x?- By Z—WX L+3)x*—(B+8)x+2
=—Lx?+ Zx*-LBx+2 (die Briiche addieren kann man jeweils mit dem TR machen!)

Fiir die Deﬁmtlonsmenge gilt: Dg = D, = Dq = [0;15]. Am Schluss ist also noch zu priifen, ob d(0) oder
d(15) kleiner sind als der berechnete (relativ) kleinste Wert.



2. Streckenldngen gegeben, (Fldcheninhalt oder) Volumen gesucht (oft: Schachteln)

Dies wurde in folgenden Priifungen gefragt:

Flacheninhalt: 2004-AI1/2.2

Volumen: Nachtermine 2004/4, 2005/4, 2006-Al/3 (keine eigentliche Extremwertaufgabe!), Nachtermin
2007/3, 2013-A1/3, 2024-All

Hier sucht man sich zunéchst (eine) passende Formel(n) fiir den gesuchten Flicheninhalt / das gesuchte
Volumen aus der Formelsammlung heraus. Die ndtigen Streckenlédngen fiir die Formel iibernimmt man
direkt aus der Skizze oder aus dem Text (manchmal sind noch kleine Rechnungen nétig) und setzt sie
einfach ein (Klammern setzen nicht vergessen!). Dann 16st man die Klammern auf.

2004-All  (Dies ist streng genommen keine Extremwertaufgabe! Fiir den Aufgabenteil 2.3 braucht man

die Integralrechnung; 2.2 geht auch damit.)
2.0 Die nebenstehende Skizze zeigt den Querschnitt Ay
durch einen ausgehobenen Graben und einen auf-

geschiitteten Erdwall. Der Graph Gg ist der Graph

der abschnittsweise definierten Funktion

1, . d
—x"—x fir 0<x<4 MW
: . ||I||||||!l|lun i
Tl e aexs e
= i i
mit k € IR A k> 4. < -
k

2.2 Stellen Sie die Maf3zahl der Querschnittsfliche A(k) des Erdwalls in Abhdngigkeit von k dar.
(Mbgliches Ergebnis: A(k)= %kz — 4k +8) (3 BE)

Losung:
Der Erdwall hat die Querschnittsfliche eines Dreiecks. Fiir den gesuchten Flicheninhalt gilt also:
A = 1 gh mit der Grundseite g und der Hohe h (die senkrecht auf g steht)

Aus der Skizze und der Definition der Funktion g kann man ablesen, dass sich der Erdwall von x = 4 bis x
= k erstreckt. Damit ist g =k — 4.

Die Hohe erhidlt man dagegen aus dem y-Wert am rechten Rand: h =y = g(k) =k — 4.

Damitist A(k)= L (k—4) - (k-4)= L (k-4)*= L (k¥ -8k +16)= L k* -4k + 8

Alternativ fiir Leute, die schon Integrale kennen:

k
AK) = [(e-4)dx = [Lx* —4a]) = (112 —4l) (L4 —44) = 1104k +38
4

Die Definitionsmenge ist in der Aufgabe im Prinzip schon vorgegeben: Dort steht ja ke R und k > 4. Also
ist D = ]4;00[. Am Schluss muss man deshalb noch den Randwert A(4) und den Grenzwert von A(k) fiir k
— oo priifen, ob sich dafiir evtl. ein groBBerer Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
(Alternativ kann man hier auch argumentieren, dass A eine quadratische Funktion ist und deshalb der
berechnete relativ groffte Wert am Scheitel liegt und deshalb auch der absolut grofite Wert ist.)
(Anmerkung: Diese Aufgabe konnte man auch in der Kategorie 7 einordnen, da ja der rechte obere Punkt
des Erdwalls auf dem Graph von g liegen muss.)



Nachtermin 2004

4.0 Um Obstkisten aus Pappe herzustellen, werden aus
rechteckigen Kartonplatten an den 4 Ecken jeweils
Quadrate abgeschnitten. AnschlieBend werden die
Seitenteile so gefalzt, dass doppelwandige Seiten mit

der Hohe x entstehen:
Die Kartonplatten haben zu Beginn eine Linge von
1,20 m und eine Breite von 0,90 m.

4.1 Stellen Sie die MalBzahl des Volumens V(x) einer solchen Obstkiste in Abhidngigkeit von der Hohe x
dar. Geben Sie zudem eine sinnvolle Definitionsmenge Dy an.

(Mégliches Teilergebnis: V(x) = 16x> — 8,4x> + 1,08x) (4 BE)

Losung:
Auch wenn’s nicht verlangt ist — eine zusétzliche Skizze kann hier hilfreich sein:

0,90 b

1,20

Die Obstkiste ist ein Quader, ihr Volumen ist also Linge ¢ mal Breite b mal Hohe x (laut Aufgabentext).
Da die Obstkiste doppelwandig sein soll, taucht die Hohe x auf jeder Seite jeweils zweimal auf, an jedem
der beiden Rechtecke, die zusammengefaltet werden, je einmal (siche Skizze oben). Deshalb gilt fiir Lénge
und Breite:

¢ =120-4x und b=0,90-4x

Fiir das Volumen folgt:

V(x) = (1,20 — 4x) - (0,90 — 4x) - x (Klammern setzen nicht vergessen!)
= (1,08 — 4,80x — 3,60x + 16x%) - x = (16x*>— 8,40x + 1,08) - x
=16x> — 8,4x% + 1,08x

Fiir die Definitionsmenge sollte man beachten, dass alle Streckenlédngen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

1,20-4x>0 und 0,90-4x>0 und x>0
Ungleichungen 16sen:

x<0,30 und x<0,225 und x>0

Alle drei Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < x < 0,225; deshalb ist D = ]0;0,225[. Also
miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(0,225) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein
grofleres Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.

Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (16x> — 8,4x> + 1,08x = 0; x ausklammern; quadratische Gleichung mit
Mitternachtsformel 16sen) oder elegant ( (1,20 —4x) - (0,90 —4x) - x =0; Losungen aus den drei Faktoren
ablesen). Es ergibt sich x; = 0,30; x» = 0,225; x3 = 0. Damit hat man dann auch D =]0;0,225].



Nachtermin 2005/4
4.0 Aus einem quadratischen Stiick Blech mit der Seitenlinge a =100 cm soll durch Abschneiden von
zweil Dreiecken und zwei Quadraten (siehe Skizze links) und anschlieBendes Aufbiegen der Seitenteile

eine Schaufel gefertigt werden (siche Skizze rechts).

a

7////////////////////////,,,,,._ % <
h

4.1 Stellen Sie die Mallzahl des Volumens V(h) der Schaufel (,,halbierter Quader*) in Abhidngigkeit von

der Hohe h dar. Geben Sie zudem eine sinnvolle Definitionsmenge Dv an.
[Mbgliches Teilergebnis: V(h) =h® —150h? + 5000h ] (5 BE)

Losung:

In der iufgabe steht bereits, dass die Schaufel ein halber Quader ist. Deshalb ist ihr Volumen 1 mal Lange
¢ mal Breite b mal Hohe h.

Aus der Skizze links liest man ab, dass / =a—h =100—aund b=a—2h =100 — 2h ist (weil laut Aufgabe
a =100 ist). Damit folgt fiir das Volumen:

V(h)=1-(100-h) - (100 -2h) - h (Klammern setzen!)

1.(10 000 - 200h — 100h +2h?) -h = L -(2h*-300h + 10 000) - h

=h® - 150h? + 5000h

Fiir die Definitionsmenge sollte man beachten, dass alle Streckenlédngen positiv sein miissen. Also muss
gelten:
100—h>0 und 100-2h>0 wund h>0
Ungleichungen 16sen:
h<100 und h<50 und h>0

Alle drei Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 <h < 50; deshalb ist Dy = ]0;50[. Also miissen
am Schluss die Randwerte V(0) und V(50) iiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBeres Volumen
ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.

Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (h® — 150h? + 5000h = 0; h ausklammern; quadratische Gleichung mit
Mitternachtsformel 16sen) oder elegant ( (100 — h) - (100 — 2h) - h =0; Losungen aus den drei Faktoren
ablesen). Es ergibt sich h; = 100; h, = 50; h3 = 0. Damit hat man dann auch Dy = ]0;50].



2006-Al/3

3.0 Gegeniiber einem Wiirfel der Kantenldnge x sind die Kanten der Bodenflache eines Quaders um 3 LE
groBer, seine Hohe um 3 LE geringer.

3.1 Bestimmen Sie das Volumen V(x) des Quaders in Abhdngigkeit von x und geben Sie eine sinnvolle
Definitionsmenge Dy an. (3BE)

[Mogliches Teilergebnis: V(x) = (X2 -9)(x+3)]

3.2 Berechnen Sie die Kantenldnge x des Wiirfels so, dass Quader und Wiirfel gleiches Volumen haben.
(3 BE)

Losung:
Das Volumen des Quaders ergibt sich aus Lange mal Breite mal Hohe. Laut Aufgabe sind Lédnge und Breite
jeweils um 3 LE groBer als die des Wiirfels. Der Wiirfel hat laut Aufgabe die Kantenldnge x. Deshalb sind
Lange und Breite des Quaders gleich x + 3. Ebenso folgt, dass die Hohe des Quaders gleich x — 3 ist. Also
ist das Volumen des Quaders:
Vx)=x+3) (x+3)-(x-3) (Klammern setzen!)

=x+3)-x*-9) (dritte binomische Formel)

=x>-9x +3x*-27 (Klammern ausmultiplizieren)

=x>+3x? - 9x— 27 (Reihenfolge umstellen)
Im Gegensatz zu praktisch allen anderen Aufgaben empfiehlt es sich hier nicht, V(x) so stehen zu lassen,
wie es als ,,mdgliches Teilergebnis* in der Aufgabe gegeben ist!
Die Definitionsmenge erhélt man hier aus den Bedingungen, dass alle Seitenldngen des Quaders positiv
sein miissen. Es muss also x + 3 > 0 und x — 3 > 0 gelten. Zusammengefasst ergibt sich daraus x > 3, und
damit ist Dy = ]3; o0[.

Der Quader soll nun das gleiche Volumen haben wie der Wiirfel. Das Volumen des Wiirfels ist x>. Also
soll gelten: x>+ 3x? —9x— 27 = x>. Zieht man auf beiden Seiten x> ab, so bleibt 3x> — 9x— 27 = 0, also eine
quadratische Gleichung. Diese sollte jeder 16sen kdnnen... Randwerte miissen hier keine liberpriift werden,
da es sich hier gar nicht um eine Extremwertaufgabe handelt!

Nachtermin 2007/3
3.0  Auf cinen rechteckigen Papierbogen soll das Netz eines Quaders mit den
Seitenliingen a, b und ¢ eingezeichnet werden (siche Skizze). Die Mafle
des Bogens kdnnen der Zeichnung entmommen werden. Fithren Sie die
folgenden Rechnungen ohne Einheiten durch.

60 cm c

—

80 cm

3.1 Stellen Sie die MaBzahl V(a)des Quadervolumens in Abhingigkeit von a
dar und bestimmen Sie eine sinnvolle Definitionsmenge Dy, der Funktion
V:arm V(a). (6 BE)
[Teilergebnis: V(a)=2a® ~140a? + 2400a ]



Losung:
Das Volumen des Quaders ist Ldnge mal Breite mal Hohe, mit den Angaben hier also V = a‘b-c.
Aus der Skizze kann man ablesen, dass ¢ + 2a = 60 und 2a + 2b = 80 gilt. Daraus folgt: ¢ = 60 — 2a und
b =40 — a. Das setzt man ein:
V(a)=a- (40 —a) - (60 —2a) (Klammern setzen!)
=a- (2400 — 80a — 60a + 2a%) = a- (2a® — 140a + 2400) = 2a’— 140a* + 2400a

Fiir die Definitionsmenge sollte man beachten, dass alle Streckenlédngen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

a>0 und 40-a>0 und 60—-2a>0
Ungleichungen l6sen:

a>0 und a<40 und a<30

Alle drei Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < a < 30; deshalb ist Dy = ]0;30[. Also miissen
am Schluss die Randwerte V(0) und V(30) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBBeres Volumen
ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.

Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (2a®> — 140a*> + 2400a = 0; 2a ausklammern; quadratische Gleichung mit
Mitternachtsformel 16sen) oder elegant (a - (40 — a) - (60 — 2a) = 0; Losungen aus den drei Faktoren
ablesen). Es ergibt sich a; = 0; a, = 40; a3 = 30. Damit hat man dann auch Dv = ]0;30].

2013-Al/3
Hier sollte man sich nicht vom Text verwirren lassen — die Aufgabe ist viel einfacher, als sie zunéchst
klingt! Zunéchst macht man die in 3.1 verlangte Skizze; hier folgt man dem, was im Text steht (es geht hier

also mehr um Textverstdndnis, weniger um Mathematik!):
D x F

¥ C
X| -
E g
a
a
A B

Fiir 3.2 sucht man sich zunéchst die passende Formel heraus: Das Volumen einer Pyramide ist V = 1 Gh
mit der Grundfliche G und der Hohe h.
Die Hohe h ist in der Aufgabe schon angegeben: h = @x.

Die Grundfliche ist ein Fiinfeck — das sieht zunidchst mal schwierig zu berechnen aus. Aber dieses Fiinfeck
entsteht ja dadurch, dass von dem urspriinglichen Quadrat ein Dreieck hochgebogen wird. Also ist G =
Quadratfléiche minus Dreiecksfliche = a? — 1 x%. Damit ergibt sich fiir das Volumen:

Va(x) = 5( a? — < x%): %X (Klammern setzen nicht vergessen!)
= %X‘( a’ -1 x?) (Reihenfolge gedndert und Briiche multipliziert)
= 2 x(22’ -x?) (Faktor % ausgeklammert)
= % (2a’x — x?) (x in die Klammer reinmultipliziert)

Die Definitionsmenge ist zwar nicht gefragt, aber in der Aufgabe eigentlich sowieso schon angegeben: Dort
steht ja 0 < x < a. Also ist Dy = ]0;a[. Deshalb sind am Schluss noch die Randwerte V(0) und V(a) zu
tiberpriifen, ob sich dafiir evtl. ein groBeres Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.



3.0 Ein Hersteller von Tauchflaschen plant ein neues Tauchflaschen-
modell. Die Wandstirke des Materials wird vernachldssigt. Die
Tauchflasche hat vereinfacht die Form eines geraden Zylinders mit
aufgesetzter Halbkugel (siehe Abbildung). Die Firma gibt fir die
Zylinderhohe h (in dm) die Bedingung h(r)=4-2 vor. Bei den
Berechnungen wird auf das Mitfilhren von Einheiten verzichtet.
Runden Sie Ihre Ergebnisse auf zwei Nachkommastellen.

3| 31 Zeigen Sie, qass die MaRzahl des Volumens (in dm?®) der Tauchfiasche in Abhangigkeit vom
Zylmderrad;us r (indm) durch die Funktion V mit der Funktionsgleichung
V(r)=—2r’n+4rn beschrieben werden kann.

Losung:
Die Aufgabe sieht auf den ersten Blick schwierig aus, aber eigentlich ist nicht viel zu tun, da im Text schon
viel vorgegeben ist.

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: Vz = nrh, fiir das Volumen einer Kugel gilt allgemein:
Vk = gnr3. Die gesamte Tauchflasche hat also das Volumen V = Vz + % Vk = nr?h + énr”. Das Volumen
soll (nur) in Abhdngigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also eigentlich noch bestimmen — das
steht ja aber schon in der Aufgabe, h = % - 3%! Das miissen wir nur noch einsetzen:

4 3 2 .
V(r) = nr* (; - ?r) + ;nr3 (Klammern setzen nicht vergessen!)
anr?  3mrd | 2 .
= nrr - nzr + ;nr3 (Klammer aufldsen)

3 2 , .
=A4nr + (— 5t §) r3  (vorne kiirzen, hinten ausklammern)

=— znr3 + 4nr (Briiche zusammenfassen, Reihenfolge umstellen)

Die Definitionsmenge ist hier gar nicht gefragt. (Die wird dann in 3.2 vorgegeben.)



3. Summe von Lingen gegeben, Flaicheninhalt oder Volumen gesucht

Dies wurde in folgenden Priifungen gefragt:

Flacheninhalt: Nachtermin 2000, 2001-Al/2, 2005-Al/4, 2008-Al11/4, 2014-Al/4

Volumen: 2003-All/3.2, 2008-Al/4, 2009-Al1/4, 2011-Al/5, 2016-Al/4, 2018-Al/3, T2022-All/2, 2023-
All/3

Wieder sucht man sich zunéchst (eine) passende Formel(n) fiir den gesuchten Flacheninhalt / das gesuchte
Volumen aus der Formelsammlung heraus. Die nétigen Streckenldngen kann man hier leider nicht direkt
ablesen. Man schreibt sich die zusétzliche gegebene Bedingung (manchmal steht direkt dran, welche
Summe was ergibt; manchmal ist auch die Rede vom Umfang, oder die Gesamtlange der Kanten) hin und
16st nach der zusétzlichen unbekannten Variablen auf (wenn man also z. B. ein Volumen in Abhéngigkeit
von a darstellen soll, in der Formel aber ein a und ein h stehen hat, dann 16st man die zusitzliche Bedingung
nach h auf — nicht nach a!l!!). Das Ergebnis setzt man dann in die Formel fiir den Flacheninhalt / das
Volumen ein. Bei Aufgaben zum Flicheninhalt ergeben sich hier meistens Funktionen mit Termen der
Form f(x) = ax® + bx mit a < 0, b > 0 (die Graphen sind also nach unten gedffnete Parabeln, und fiir die
Ermittlung des Hochpunks braucht man eigentlich gar keine Ableitung!), bei Aufgaben zum Volumen
meistens Funktionen mit Termen der Form f(x) = ax> + bx? mit a <0, b > 0 (bei der Ableitung ergibt sich
als eine Losung dann immer x; = 0; diese Losung ergibt praktisch immer keinen Sinn, also muss man sich
nur die zweite Losung anschauen, die hier immer positiv ist und auch immer zur Definitionsmenge gehort
— aufler, diese ist im Aufgabentext noch irgendwie besonders eingeschrénkt).

auf ungewohnliche Weise... Die Aufgabe wiirde ich als ,,schwer* einstufen.)

20 Herr K. plant den Einbau eines
Dachfensters. Dieses soll die Form eines
Rechtecks mit darlibergesetztem gleich-
schenklig-rechtwinkligem Dreieck haben
(siehe Skizze!). Der Umfang U des gesam-
ten Fensters betragt 6 m.

2.1 Stellen Sie zunichst die Maf3zahl G(x) der Gesamtflache des Fensters in Abhéngigkeit von der
Rechtecksbreite x dar. Ermitteln Sie auch die Definitionsmenge DG der Funktion G: x > G(x).

. 1 1 2 6
: =3x— | =V2+— |- X7; = |0;0——=] .
(Ergebnisse: G(x) = 3x (2 V2 4) . DG } 0 ¥ [ ) (6 BE)
Losung:
Das Fenster besteht laut Aufgabentext und Zeichnung aus einem Rechteck und einem gleichschenklig-
rechtwinkligem Dreieck.

e Der Flicheninhalt des Rechtecks ist Linge mal Breite, mit den Bezeichnungen in der Aufgabe also
X-y.

e Der Flicheninhalt des gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks ist die Hilfte seiner Grundlinie mal
seiner Hohe. Die Grundlinie ist x, die Hohe ist nicht direkt gegeben.

e Das Dreieck ist aber ein halbes Quadrat. x ist eine Diagonale, die Hohe ist die Hélfte der anderen
Diagonale. Da die beiden Diagonalen gleich lang sind, muss die Hohe also gleich x/2 sein.

e (Alternativ: Da die Spitze des Dreiecks aber auf dem Thaleskreis um die Grundlinie liegen muss
(weil das Dreieck ja rechtwinklig ist) und weil der Mittelpunkt des Thaleskreises gleich dem
FuBpunkt der Hohe ist, folgt, dass die Hohe gleich dem Radius des Thaleskreises sein muss, also
halb so lang wie die Grundseite, also x/2.)



e Damit ist der Flacheninhalt des Dreiecks gleich 4 x- 4 x= - x

“, . . . — . 2
Damit ist insgesamt: G(x) =x'y + + x".

Der Flacheninhalt soll (nur) in Abhingigkeit von x angegeben werden; y miissen wir also noch bestimmen.
In der Aufgabe steht, dass der gesamte Umfang des Fensters 6 betragen soll. Der Umfang besteht aus zwei
Seiten der Liange y, einer Seite der Lange x und den beiden Schenkeln des Dreiecks; nennen wir diese mal
a.Alsoisty+y+x+a+a=6=>2y+x+2a=6.
Bevor wir weiterkommen, miissen wir also a berechnen.

e Das Dreieck ist ein halbes Quadrat, x ist eine Diagonale darin.

e Zwischen der Seitenldnge a eines Quadrat und der Lénge seiner Diagonalen x besteht aber immer

der Zusammenhang x = V2 a. Es folgt: a = X

V2
e (Alternativ: Das Dreieck ist rechtwinklig mit den Katheten a und a und der Hypotenuse x, also gilt
2
mit dem Satz des Pythagoras: a> +a° = x> = 2a’=x> = a’ = % > a= % )
e Das konnte man so stehen lassen; {iblich ist es aber, die Wurzel aus dem Nenner weg zu bekommen

xA2 a2
22 2

(,,Nenner rational machen®). Dafiir erweitert man den Bruch noch mit \/5 ca=

NG

= —X.

2
Das setzen wir oben in die Bedingung fiir den Umfang ein:

2y+x+2-%x=692y+x+\/§x=6-)2y=6—x—\/§x-)y=3—%x—@x (Vorsicht: Auf der

rechten Seite muss man alle Terme durch 2 teilen, wenn man links durch 2 teilt!)

Das Ergebnis setzen wir nun in die Formel fiir G ein:
Gx)=x(3-+x- %x) + 4 x? (Klammern setzen!)
=3x-1x*- %xz + 1x? (Klammer ausmultiplizieren)
=3x-— %\/Exz— 1 x? (minus ein halbes x° plus ein viertel x* ist minus ein
viertel x°)
=3x-— (%\/EvL - V%% (das Minus nach vorne, das x> nach hinten

ausklammern; in der Klammer die VZ umdrehen!)
(Uff. Hatte ich schon erwdhnt, dass die Aufgabe schwierig ist...?)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten: x>0 und 3-1x-Lx >0
In der zweiten Ungleichung muss man das —1 und das x ausklammern:
x>0 und 3-1x-(1++2)>0
Multipliziert man mit 2 und teilt durch (1 + V2 ), folgt schlieBlich:

6
x>0 und x< ,
1++2
6 6
deshalb ist Dg = ]0; —— [. Also miissen am Schluss die Randwerte G(0) und G( ) lberpriift
1++2 1++2 P

werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBerer Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.



Vorsicht: Die alternative Methode, die Definitionsmenge aus den Nullstellen der Funktion G zu bestimmen,

3 6
L2+ 24241

[ heraus bekommen — was offensichtlich nicht dasselbe ist wie das (richtige) Ergebnis

funktioniert hier nicht! Die Nullstellen von G sind x; = 0 und x> = , also wiirde man

hier Dg = ]0;

6
242 +1

oben!

Ubrigens: Wenn man in 2.2 dann ableitet, sollte man sich von dem (%\/5 + &) nicht verwirren lassen — das

ist einfach ein konstanter Faktor, bleibt beim Ableiten also einfach vor der Klammer stehen! Man konnte
es auch ndherungsweise berechnen (in 2.2 steht ja, dass man auf drei Nachkommastellen runden soll), also

(%\/5 + +)~0,957; besser ist es aber, wenn man den Faktor erst mal stehen ldsst und erst das Endergebnis

dann rundet.

2001-Al (Diese Aufgabe ist so ziemlich die einfachste Extremwertaufgabe, die ich kenne!)

2.0 Im Geometrie-Unterricht der 5.Klasse findet ein ,, Wettbewerb*
statt. Jedes der Kinder erhilt ein Stiick Draht der Lange 15 cm.
Durch rechtwinkliges Aufbiegen je eines Stiickes der Lénge a
anbeiden Enden soll daraus ein U-férmiges Gebilde entstehen. a a
Denkt man sich nun die beiden Drahtenden durch eine unsichtbare
Linie verbunden, so erhilt man ein Rechteck (siehe Skizze).
Sieger des Wettbewerbs ist dasjenige Kind, dessen Rechteck den

grofften Flicheninhalt hat.

2.1 Stellen Sie die MalBizahl A(a) der Rechtecksfliche in Abhédngigkeit von a dar; bestimmen Sie die
Definitionsmenge D , der Funktion A sinnvoll.

(Teilergebnis: A(a)=15a — 2a%) (4 BE)

Losung:
Der Fliacheninhalt eines Rechtecks ist Lange mal Breite (welche der Seiten man die Lénge und welche die
Breite nennt, ist natiirlich wurscht!). In der Aufgabe und der Skizze steht schon, dass die eine Seitenldnge
a ist; die andere nennen wir mal b (wir konnten sie auch Hans nennen... auch das ist wurscht!). Also ist erst
mal A =ab.
Der Flacheninhalt soll (nur) in Abhédngigkeit von a angegeben werden; b miissen wir also noch bestimmen.
In der Aufgabe steht aber auch, dass der Draht insgesamt 15 (cm) lang ist. Also muss gelten:a+b+a=15
2 2a+b=15>b=15-2a
Das setzen wir nun ein: A=a- (15— 2a) (Klammern setzen!)
= 15a —2a?
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:
a>0 und 15-2a>0
Ungleichungen 16sen:
a>0 und a<7,5
Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < a < 7,5; deshalb ist Do = ]0;7,5[. Also miissen am
Schluss die Randwerte A(0) und A(7,5) tberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBerer
Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grofBite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion A bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (15a — 2a? = 0; 2a ausklammern; Losungen ablesen — oder noch komplizierter
mit der Mitternachtsformel!) oder elegant (a - (15 —2a) =0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen).
Es ergibt sich a; = 0; a, = 7,5. Damit hat man dann auch Da = ]0;7,5][.

2005-Al



4.0 Der Querschnitt des abgebildeten, oben offenen Kanals ist begrenzt durch zwei Viertelkreisbogen

und durch eine Strecke der Linge s > 0. Die Hohe des Kanals ist h. (Skizze: néichste Seite)

4.1 Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Querschnittsfliche A(h) in Abhidngigkeit von der Hohe h, wenn

der ,,Umfang® (2 Viertelkreisbdgen und Strecke s) 5 LE betrigt.
Ermitteln Sie die grotmogliche geometrisch sinnvolle Definitionsmenge der Funktion A :h i+ A(h).

[Mogliches Teilergebnis: A(h)=5h - ;hzn ] (7 BE)

Losung:
Der Querschnitt des Kanals besteht aus zwei Viertelkreisen und einem Rechteck. Nach der Skizze haben
die Viertelkreise den Radius h, das Rechteck hat die beiden Seitenldngen h und s. Also ist der Flicheninhalt:
A =2 Aviertelkreis T ARechteck = % *AKreis T ARechteck = % TChz + h-s.
Der Flacheninhalt soll (nur) in Abhédngigkeit von h angegeben werden; s miissen wir also noch bestimmen.
In der Aufgabe steht, dass die beiden Viertelkreisbdgen und die Strecke s zusammen 5 LE haben. Also:
2-Viertelkreisbogen + s = 5 =» 1 Kreisumfang +s=5=>1-2nh+s=5=>nth+s=5
= s=5-rh.
Das setzen wir nun ein: A = 3 nh?+h - (5 — nth) (Klammern setzen!)

= Lah’+5h—rnh?  (Klammer auflosen)

2
= 5h -1 nh? (ein halbes mh’ minus ein ganzes 7h’ ist minus ein halbes 7h’)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

h>0 und 5-7mh>0
Ungleichungen losen:

h>0 und h<5/n

Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 <h < 5/%; deshalb ist Da = ]0;5/x[. Also miissen am
Schluss die Randwerte A(0) und A(5/m) iberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBerer
Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) groBBte Wert. (Ja, ich weif3, die meisten rechnen nicht gerne
mit 7 und tippen das lieber in den Taschenrechner ein (oder benutzen einfach gleich 3,14) — aber in der
Aufgabe steht nichts von Runden! Um ein Gefiihl fiir den Wert zu bekommen, kann man sich gerne mal mit
dem Taschenrechner ausrechnen, dass 5/m etwa 1,59 ist; trotzdem sollte man das exakte Ergebnis
angeben!)

Vorsicht: Die alternative Methode, die Definitionsmenge aus den Nullstellen der Funktion A zu bestimmen,
funktioniert hier nicht! Die Nullstellen von A sind (bekommt man z.B. durch Ausklammern von 1 mh, oder



umstédndlicher mit der Mitternachtsformel) h; = 0 und h, = 10/, also wiirde man hier Do = ]0;10/%[ heraus
bekommen — was offensichtlich nicht dasselbe ist wie das (richtige) Ergebnis oben!

2008-All  (von den Extremwertaufgaben mit Fldchen fand ich diese am schwersten!)

4.0 Ein Doppelrundbogenfenster (siche
Zeichnung) wird von drei Seiten
eines Rechtecks sowie von zwel

Halbkreisen (jeweils Radius r)

begrenzt. L J L
Der Umfang des Fensters betragt 10 r r—

m. (Auf Einheiten wird in der
Rechnung verzichtet!)

4.1 Stellen Sie den Fldcheninhalt A(r) des Fensters in Abhéngigkeit vom Radius r der Halbkreise
dar und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge Da an. (7 BE)

[Teilergebnis: A(r)=20r — (31 +8)-1°]

Losung:
Das Fenster besteht aus zwei Halbkreisen und einem Rechteck. Nach der Skizze haben die Halbkreise den
Radius r, das Rechteck hat die beiden Seitenldngen b und 4r. Also ist der Flacheninhalt: A = 2-Analbkreis +
ARechteck = AKreis T ARechteck = nr? + b-4r.
Der Flacheninhalt soll (nur) in Abhéngigkeit von r angegeben werden; b miissen wir also noch bestimmen.
In der Aufgabe steht, dass der gesamte Umfang 10 (m) sein soll. Der Umfang besteht aus zwei
Halbkreisbogen, den beiden Seiten der Lange b und der Strecke unten mit Linge 4r. Also gilt:
2-Halbkreisbogen + b + b + 4r = 10 =» Kreisumfang + 2b + 4r = 10 =»2nr + 2b + 4r = 10
2> 2b=10- 2nr—4r=>b=5—nr—2r (Vorsicht: Auf der rechten Seite muss man alle Terme durch 2
teilen, wenn man links durch 2 teilt!)
Das setzen wir nun ein: A = ir® + (5 — nir — 2r)-4r (Klammern setzen!)

= nur? + 20r — 4nr? — 8r? (Klammer auflosen)

=20r—3nh?> - 8%  (ein m” minus ein 477 sind minus 3m?)

=20r— (3n+8)r* (¥’ nach hinten, das Minus nach vorne ausklammern, in

der Klammer die VZ umdrehen!)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:
r>0 und S5-mr—2r>0
Bei der zweiten Ungleichung sollte man das r und das Minus ausklammern (auf VZ achten!):
r>0 und 5-(m+2)>0
Jetzt kann man die zweite Ungleichung auch I6sen:

r>0 und r<

T+2

; deshalb ist Da = ]0;

[. Also
T+2 T+2

Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 <r <

miissen am Schluss die Randwerte A(0) und A( > 2) iiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein

T+
groBBerer Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) groBBte Wert. (Hier steht zwar noch nichts von
Runden, im Aufgabenteil 4.2 soll man dann aber r auf drei Nachkommastellen angeben — also wire es hier



wohl in Ordnung, wenn man auch in der Definitionsmenge (und dann auch beim zweiten Randwert) schon
rundet: Da =10;0,972[. Trotzdem ist es natiirlich besser, (auch) das exakte Ergebnis anzugeben!)

Vorsicht: Die alternative Methode, die Definitionsmenge aus den Nullstellen der Funktion A zu bestimmen,
funktioniert hier nicht! Die Nullstellen von A sind (bekommt man z.B. durch Ausklammern von (3nt+8)r,

oder umsténdlicher mit der Mitternachtsformel) ri = 0 und > =

, also wiirde man hier Da = ]0;
3r+8

20

3r+8
(richtige) Ergebnis oben!

[ bzw. gerundet ]0;1,148[ heraus bekommen — was offensichtlich nicht dasselbe ist wie das

2003-All  (Diese Aufgabe ist zwar etwas seltsam, aber trotzdem nicht schwierig.)

3.1 Eine natiirliche Zahl heiBit vollkommen, wenn sie gleich der Summe ihrer echten Teiler ist. Beispiel:
6 ist vollkommen, da 6 = 1 + 2 + 3. Zeigen Sie, dass auch 28 eine vollkommene Zahl ist.
(2 BE)

3.2.0 Eine Fachoberschule beschlief3t, ein Denkmal zu errichten. Es soll die Form einer Pyramide mit
quadratischer Grundflédche haben. Sie wird in der Hinsicht vollkommen sein, dass die Summe aus
dem Umfang der Grundflache und der Pyramidenhdhe 28 dm ergibt.

3.2.1 Bestimmen Sie das Volumen V(s) der Pyramide in Abhéngigkeit von der Linge s einer

Quadratseite und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge D, an. (4 BE)
(Teilergebnis: V(s) = —%(s3 ~75%))

Losung:

Der Aufgabenteil 3.1 ist zwar keine Extremwertaufgabe, aber ungewdhnlich genug, dass ich wohl lieber
auch noch was dazu schreibe. (Diese Aufgabe gehort iibrigens zum mathematischen Gebiet der
»Zahlentheorie®, das man in der Schule kaum behandelt — so ziemlich das einzige, was man dazu macht,
sind die Primzahlen.)

Laut Aufgabe ist eine Zahl vollkommen, wenn sie gleich der Summe ihrer echten Teiler ist. Ein Teiler einer
natiirlichen Zahl ist dabei eine natiirliche Zahl, durch die man ohne Rest teilen kann (das sollte man
eigentlich wissen); echte Teiler einer Zahl sind alle Teiler auBler der Zahl selbst.

Hier sollen wir zeigen, dass 28 vollkommen ist. Wir miissen also zeigen, dass 28 die Summe ihrer echten
Teiler ist. Suchen wir uns also alle natiirlichen Zahlen heraus, durch die 28 ohne Rest teilbar ist: 1, 2, 4, 7,
14, 28. Die 28 selbst brauchen wir aber nicht, weil wir ja nur die echten Teiler haben wollen. Die echten
Teiler addieren wir nun alle: 1 + 2 + 4 + 7 + 14 = 28. Die Summe der echten Teiler von 28 ergibt also
wieder 28. Damit ist 28 eine vollkommene Zahl — passt.

Jetzt zur eigentlichen Extremwertaufgabe (ab 3.2). Eine Pyramide hat allgemein das Volumen V = 1 Gh

mit der Grundflache G und der Hohe h. Laut Aufgabe ist die Grundflache hier ein Quadrat mit Seitenlénge
s, also ist G = s* und damit V= 1s? h.

Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von s angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. In
der Aufgabe steht, dass die Summe aus dem Umfang der Grundfliche und der Hohe 28 (dm) sein soll. Die
Grundfliche ist ein Quadrat der Seitenlénge s, hat also den Umfang 4s. Also gilt: 4s + h =28

=2 h=28-4s

Das setzen wir nun ein: 'V = %sz - (28 — 4s) (Klammern setzen!)

-4 s2(=7 +s) (—4 ausklammern, VZ in Klammer umdrehen)
4

=—1 (s> —7s%) (s? in die Klammer rein multiplizieren, Reihenfolge dindern)
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:
s>0 und 28-4s>0
Ungleichungen 16sen:
$>0 und s<7



Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < s < 7; deshalb ist Dy = ]0;7[. Also miissen am
Schluss die Randwerte V(0) und V(7) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein gréBerer Flicheninhalt
ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.

Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (-4 (s* — 7s?) = 0; s? ausklammern; Lsungen ablesen) oder elegant (s - (28

—4s) =0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen). Es ergibt sich s12 = 0; s3 = 7. Damit hat man dann
auch Dy =1]0;7[.

2008-Al/4 (Von den Extremwertaufgaben zum Volumen ist das die einfachste, die ich kenne.)

4.0 Aus einem Stiick Draht der Lange 72 [cm] sollen die Kanten eines Quaders geformt werden,
dessen Grundflidche ein Rechteck mit den Seitenldngen a bzw. 2a ist.

4.2 Berechnen Sie zunichst das Volumen V(a) des Quaders in Abhéngigkeit von der Lange a. Geben Sie
auch eine sinnvolle Definitionsmenge an.
[Teilergebnis: V(a) = 36a — 6a° .] (6 BE)

Losung:
Das Volumen eines Quaders ist allgemein Linge mal Breite mal Hohe. Linge und Breite sind in der
Aufgabe schon angegeben (die ,,Grundfliche [ist] ein Rechteck mit den Seitenldngen a und 2a*), zur Hohe
ist nichts gesagt — nennen wir die einfach mal h (oder meinetwegen auch x oder H oder Hans oder sonst
wie). Also ist V = a-2a-h = 2a’h
Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von a angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. In
der Aufgabe steht, dass der Draht, aus dem die Kanten geformt werden, die Lange 72 (cm) hat. Der Quader
hat 4 Kanten der Lange a, 4 Kanten der Lange 2a und 4 Kanten der Lénge h (wer’s nicht glaubt, macht sich
eine Skizze!). Also gilt: 4-a+4-2a+4h=72=» 12a+4h=72=> 4h=72-12a
= h = 18 — 3a (Vorsicht: auf der rechten Seite muss man beide Terme durch 4 teilen, wenn man links
durch 4 teilt!)
Das setzen wir nun ein: V =2a® - (18 — 3a) (Klammern setzen!)

=36a° — 6a° (Klammer ausmultiplizieren)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

a>0 und 18-3a>0
Ungleichungen 16sen:

a>0 und a<6

Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < a < 6; deshalb ist Dy = ]0;6[. Also miissen am
Schluss die Randwerte V(0) und V(6) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein gréBerer Flicheninhalt
ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (36a* — 6a®> = 0; a? ausklammern; Losungen ablesen) oder elegant (2a® - (18 —
3a) = 0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen). Es ergibt sich ai» = 0; a3 = 6. Damit hat man dann
auch Dy =1]0;6][.

2009-AlIl

4.0 Die Gebiihrenordnung des Paketdienstes ,,Paket Ahoi* enthélt folgende Klausel: ,,Bei Packchen in
Zylinderform darf die Summe aus der Hohe h des Zylinders und dem Durchmesser d des Grundkreises
100 cm nicht {liberschreiten.* Auf Einheiten wird im Folgenden verzichtet!

4.1 Berechnen Sie das Volumen V(d) eines solchen Pdckchens, wenn die in der Gebiihrenordnung

erwiahnte Summe genau 100 cm betriagt. Geben Sie auch eine geeignete Definitionsmenge an. (5 BE)
1
[Mogliches Teilergebnis: V(d) = 7 - (25d2 — Z(13 j]

Losung:
Das Volumen eines Zylinders ist V = nr*h mit dem Radius r und der Hohe h.



Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von d angegeben werden; hier miissen wir also noch r und h

bestimmen. Fiir r ist das einfach: Der Radius ist ja immer die Halfte des Durchmessers, also ist r = £.

Damit fehlt noch h. In der Aufgabe steht, dass die ,,Summe genau 100 cm betrdgt™; weiter oben steht,
welche Summe gemeint ist: ,,die Summe aus der Hohe h des Zylinders und dem Durchmesser d des
Grundkreises®. Also gilt: h+d=100=» h=100-d

2
Beides setzen wir nun ein: V=rm - (%) - (100 —d) (bei beiden Faktoren Klammern setzen!!)

2
=m- dT (100 — d) (vordere Klammer auflosen)

2 3 2
=m- (IOZd —dT] (dT in die Klammer rein multiplizieren)

1
=T- (2551’ ? —Zd 3) (ein wenig elementares Bruchrechnen anwenden)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

d>0 und 100-d>0
Ungleichungen losen:

d>0 und d<100

Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < d < 100; deshalb ist Dy = ]0;100[. Also miissen
am Schluss die Randwerte V(0) und V(100) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBeres
Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grof3te Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann

man umsténdlich machen (7 - (25d 2 —id 3j= 0; d* ausklammern; Losungen ablesen) oder elegant (r -

2
dT- (100 — d) =0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen). Es ergibt sich di2 = 0; d3 = 100. Damit

hat man dann auch Dy = ]0;100][.

Ubrigens: Wenn man in Teil 4.2 dann ableitet, sollte man sich von dem 7 nicht verwirren lassen — das ist
einfach ein konstanter Faktor, bleibt beim Ableiten also einfach vor der Klammer stehen! Wenn man dann
die erste Ableitung gleich Null setzt, kann man durch das = teilen — und weg ist es, es stort also nicht beim
Losen der Gleichung!

2011-Al/5 (Diese Aufgabe ist ziemlich schwierig — aber wenn man systematisch vorgeht, dann klappt
das schon irgendwie!)
Losung:

Zunéchst muss man darauf kommen, dass die Praline ein Prisma ist (die Zeichnung ist hier nicht ganz klar
— rechts sieht es so aus, als ob in der Stirnfliche ein Knick wiére; es ist aber so gemeint, dass die Stirnflache
flach ist!). Das Volumen eines Prismas ist das Produkt aus der Grundfldche G und der Hohe. Vorsicht: Die
Hohe des Prismas ist nicht das h aus der Skizze, sondern das x! (Die Hohe des Prismas ist immer der
Abstand der beiden parallelen Flichen!) Die Grundfliche muss man noch berechnen. Laut Zeichnung
besteht die Grundfldche aus einem Trapez mit Grundseite x, Oberseite 0,5x und Héhe + h und aus einem

(gleichschenkligen) Dreieck mit Grundseite 0,5x und Hohe < h. (Vorsicht: Auch wenn es in der Zeichnung
so aussieht — das Dreieck ist nicht gleichseitig!)

AlsoistG=2F0 1y gy 3=t L, L 3 22 e L3y,
4 2 4 2 4 4 4 4 4 47 4
- %Xh + % xh = ixh = %xh (wer Bruchrechnen kann, ist hier klar im Vorteil...!)



Damit ist das Volumen: V = Exh “X = E x’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhdngigkeit von x angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. In
der Aufgabe steht, dass die ,,Summe aus Hohe h, Breite und Lénge 8 cm* betrégt. Aus der Zeichnung sieht
man, dass Breite und Lange jeweils gleich x sind. Also gilt: h+x +x=8 =» h=8 - 2x

Das setzen wir nun ein: 'V = %xz - (8 = 2x) (Klammern setzen!)

= %xz- 8 — %xz - 2x (Klammer aufldsen)

=3x% - %X3 =—0,75x> + 3x? (noch mal: Bruchrechnen!)

(Uff — fertig! Die Aufgabe ist wirklich umstdndlich...)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

x>0 und 8-2x>0
Ungleichungen l6sen:

x>0 und x<4

Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 < x < 4; deshalb ist Dv = ]0;4[. Also miissen am
Schluss die Randwerte V(0) und V(4) liberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBBerer Flicheninhalt
ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann

man umstindlich machen (—0,75x> + 3x2 = 0; —0,75x* ausklammern; Lsungen ablesen) oder elegant (%

x%- (8 — 2x) =0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen). Es ergibt sich x12 = 0; x3 = 4. Damit hat
man dann auch Dy = ]0;4][.

2014-Al/4 (die Aufgabe ist viel einfacher, als sie aussieht!)

4.0 Der Querschnitt eines Abflusskanals ist A p-=-----=--- s e B

begrenzt durch ein Rechteck und einen

|
1
|
) . ) . X IX
Halbkreis mit Radius . Alle Angaben sind ;
. e . s 3
T >N Wi ech- ;.1 D ©
in Meter. Auf Einheiten wird in der Rec i x P "{h
nung verzichtet b2 \\ N/ 2
nunyg verzic 5 : \)/ '

4.1 Zeigen Sie, dass sich die Maflzahl A(x) der
Querschnittsfliche des Kanals in  Abhidngigkeit von x  durch
A(x)=(2+9,51)x* —27x + 21 darstellen lisst. (5 BE)

4.2 Die Strecken [AB], [BC], [DE] und [EF] besitzen in der Summe hochstens ei-
ne Linge von 12 m. Weisen Sie nach, dass dann fir die sinnvolle maximale
Definitionsmenge D, der Funktion A :x > A(x) gilt: D, =]2:4]. (3 BE)

N
=~

Nun sei x = 4. Der Kanal ist bis 1 m unter der Oberkante getllit. Berechnen

Sie, wie viel Prozent der Querschnittsfliche des Kanals ausgelastet sind. (3 BF)

Losung:

4.1 Gesucht ist der Flacheninhalt; laut Angabe besteht dieser aus einem Rechteck und einem Halbkreis.

Das Rechteck hat laut Skizze die Seitenldngen x und 2x, der Halbkreis den Radius r. Also ist erst mal:
A = ARechteck + O,S'AKreis =X2x + 0,5751'2



Laut Aufgabe soll man den Flidcheninhalt nur in Abhingigkeit von x schreiben; r miissen wir also noch
rausbekommen. Dazu schauen wir nochmal in die Skizze, insbesondere die untere Seite des Rechtecks.
Dann sehen wir, dass
24+2r+2=2x
gilt. Also: 4 +2r=2x | -4 =» 2r=2x—4|:42 =» r = x — 2 (auf der rechten Seite beides teilen!)
Das setzen wir jetzt ein:
AX)= x2x+ 0,51t (x - 2)*  (Klammern setzen!)

=2x>+ 0,51 (x> —4x+4)  (vorne zusammenfassen, hinten 2. bin Formel)

=2x2+0,51x* - 2nx + 21 (Klammer auflosen)

= (2+0,5m)x?> — 2nx + 27 (bei den ersten beiden Summanden x° ausklammern)

4.2 Benutzen wir erst mal das, was in der Aufgabe steht. Die Strecken [AB] und [EF] haben laut Skizze
jeweils die Léngen x, die Strecken [BD] und [DE] die Léngen 2. Also muss gelten:
X+2+2+x<12=°92x+4 < 12| 4=222x < 8|2=2x <4
AuBerdem muss man wie iiblich beachten, dass alle Léngen positiv sein miissen, also x > 0 und r > 0. Die
zweite Ungleichung ergibt, wenn wir das r von oben einsetzen:
X—2>0=>x>2
Alles zusammengenommen fiihrt auf 2 < x < 4, also ist die Definitionsmenge, wie in der Aufgabe
angegeben, tatsdchlich Da = ]2;4]. Also miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(4) tberpriift
werden.
Ubrigens:
1) Die Funktion A hat gar keine Nullstellen, also kann man die Definitionsmenge hier nicht aus den
Nullstellen ermitteln!
2) Die relative Minimalstelle, die man in 4.3 ausrechnet, liegt gar nicht in der Definitionsmenge — also
muss der Extremwert hier an einem der Rander liegen!

4.4 Zunéchst berechnet man mal, wie grof3 die Querschnittsflache fiir x = 4 liberhaupt ist:
A4)=(2+0,51)4%> - 24+ 2n =32+ 2n (~ 38,28)
Der Kanal ist aber nur bis 1 m unter der Oberkante gefiillt; von dieser berechneten Fldche miissen wir
also einen Teil abziehen. Oben fehlt ein Rechteck mit Hohe 1 (m) und Breite 2x =2-4 = 8§, also mit dem
Flacheninhalt 1-8 = 8. Damit ist insgesamt nur die Fliche A(4) — 8 =24 + 27 (~ 30,28 ) ausgefiillt.

Der Rest der Aufgabe ist simple Prozentrechnung. Man kann z. B. so rechnen (alternativ: Dreisatz!):
(A(4)—8)/(A(4)) = (24 + 2m)/(32 +2m) = 30,28/38,28 0,791 =79,1%
Beachte: Diesen Aufgabenteil kann man auch losen, wenn man Teil 4.3 nicht gelost hat!

2016-Al/4  eine eher umstindliche Aufgabe...

4.0 Ein Planschbecken soll entsprechend
folgender Skizze hergestellt werden, 10— —

wobei der Boden und die Wand Iuft- ) \h——J——///

gefillite Hohlkammern mit einer Dicke

h
von 10 cm sind. Die Summe aus Ra- |
dius R und Hohe h soll konstant 10|
90 cm betragen. S
4.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf, welche die Malizahl des Volumens des mit
Luft gefillten Teils des Planschbeckens in Abhangigkeit von R beschreibt. (6 BE)

[Mogliches Ergebnis: V(R)=m (-1 O0R? +1700R - 8000)]

Losung:
Vorsicht, Aufgabe sorgféltig lesen! Gefragt ist hier nicht das Volumen des mit Wasser gefiillten Bereichs
(also das, was grau schraffiert ist), sondern das Volumen des mit Luft gefiillten Bereichs (also das Weil3e)!



Diesen Bereich kann man sich als Summe des Zylinders unten und des Zylinderrings oben ausrechnen oder
(meiner Ansicht nach etwas einfacher) als Differenz aus dem gesamten Zylinder und dem grau schraffierten
Zylinder.

Laut Merkhilfe ist das Volumen eines Zylinders: V = mr2h. Der gesamte Zylinder hat den Radius R und
die Hohe H, also das Volumen Vg5 = mR2h. Beim grau schraffierten Zylinder kann man aus Text und
Skizze entnehmen, dass sein Radius gleich R — 10 ist und seine Hohe h —10; also ist sein Volumen Vy;.q,, =
(R — 10)%2(h — 10) (Klammern setzen!).

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von R angegeben werden; wir miissen also noch H bestimmen. Im
Aufgabentext steht dazu, dass die Summe aus Radius R und Hoéhe h gleich 90 sein soll, also R + h=90 =»
h =90 — R. Setzen wir das erst mal oben ein:

Vyes = TR?(90 — R) und V0, = (R — 10)2((90 — R) — 10) = (R — 10)%(80 — R)

(Die meisten Klammern sind hier nétig, nur die um 90 — R in Vgrqu nicht!)

Der Rest ist nun ,,nur‘‘ noch Algebra (Klammern ausmultiplizieren, u.a. mit binomischer Formel) — relativ
aufwendig, aber nicht eigentlich schwierig... Es empfiehlt sich in allen Rechnungen sehr, das © auflerhalb
der Klammern stehen zu lassen, nicht mit rein zu multiplizieren! (Steht ja auch im gegebenen Teilergebnis
auBBerhalb der Klammer.)
Vjes = TR*(90 — R) = m(—R> + 90R?)
Vgrau = T(R* — 20R 4+ 100)(80 — R) = m(80R* — R*® — 1600R + 20R* + 8000 — 100R

=1 (—R3 + 100R? — 1700R + 8000)
Damit folgt dann fiir das gesuchte Volumen:
V(R) = Vyes = Vgrqu = m(—=R> + 90R?) — m(—R> + 100R* — 1700R + 8000)

=m(—R3+ 90R? + R® — 100R? + 1700R — 8000) = m(—10R? + 1700R — 8000)
(Eine im Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge ist hier gar nicht gefragt, die wird in 4.2 dann
vorgegeben.)
Ubrigens: Wenn man in 4.3 dann ableitet, sollte man sich von dem 7 nicht verwirren lassen. Beim Ableiten
bleibt es einfach stehen, bei der Gleichung kann man dadurch teilen und es damit loswerden.

2018-Al

3.0 Ein Bastler mochte sich mithilfe folgender Bauanleitung das Grundgerust flr einen zylinder-
formigen Abfallkorb mit Héhe h und Radius r (alle Ladngen in Meter gemessen) aus Draht

bauen (siehe Skizze).

Tragegestell

]

Fir das Vorhaben kauft er sich Draht mit der LAnge 6 m. Die Einzelteile werden selbst her-

gestellt und zusammengelétet. Die Dicke des Drahts ist zu vernachlassigen. Bei Berech-

nungen kann auf Einheiten verzichtet werden.

3.1 Bestimmen Sie die MaBzahl V(r) des Volumens des Abfallkorbs in Abhangigkeit von r.

[Mégliches Ergebnis: V(r)= Tc(%r2 —r® —2nar®)] (5 BE)



Losung:
Das Volumen eines Zylinders ist V = nr*h mit dem Radius r und der Hohe h.
Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von r angegeben werden; wir miissen also noch h bestimmen. In
der Aufgabe ist vorgegeben, dass insgesamt 6 m Draht zur Verfiigung steht. Daraus werden die vier
senkrechten Stibe mit jeweils Liange h hergestellt, auBerdem am Boden zwei Stibe mit jeweils Linge 2r
(Durchmesser) und vier Kreise mit jeweils Radius r. Also gilt insgesamt: 6 = 4h + 4r + 4-2nr | :4
=2 1,5=h+r+2nmr=>h=1,5-r-2nr.
Das setzen wir nun ein: V=m-1>- (1,5 —1—2nr) (Klammern setzen!)

=7 (grz —r3— 2m‘3) ( in die Klammer rein multiplizieren)
(Eine im Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge ist hier gar nicht gefragt, die wird in 3.2 dann
vorgegeben.)
Mal wieder: Wenn man in Teil 3.2 dann ableitet, sollte man sich von dem 7 nicht verwirren lassen — das ist
einfach ein konstanter Faktor, bleibt beim Ableiten also einfach vor der Klammer stehen! Wenn man dann

die erste Ableitung gleich Null setzt, kann man durch das = teilen — und weg ist es, es stort also nicht beim
Losen der Gleichung!

2.0 Lydia mochte ein quaderférmiges Gewachshaus fir Tomaten ‘ EY
mit quadratischer Grundflache bauen.
Sie verwendet fir den Rahmen Holzlatten, die 1,20 Euro pro
Meter kosten. Ein grober Bauplan ist in der nebenstehenden,
nicht maRstabsgetreuen Skizze gezeigt. h

Lydia will fiir den Rahmen Holzlatten kaufen und daftr genau
30 Euro ausgeben.

Die Breite der Latten wird bei den Berechnungen
vernachlassigt. Bei den Berechnungen kann auf das Mitfihren ==
von Einheiten verzichtet werden. Runden Sie die Ergebnisse //a
gegebenenfalls sinnvoll. a

5| 2.1 Lydia mdchte wissen, wie das Volumen des Gewdchshauses von der Seitenlange a abhangt.
Stellen Sie eine Funktionsgleichung fiir das Volumen V des Gewachshauses in Abhangigkeit
von der Seitenlinge a auf und geben Sie eine im Sachzusammenhang méglichst grofe
Definitionsmenge an.

25
[mégliches Teilergebnis: V(a)= Taz ~3a%]

3| 2.3 Lydia entscheidet sich fir eine Seitenldnge von a=1,4 Meter und kauft fir 30 Euro
Holzlatten in der passenden Lange. Nach dem Bau des Gewdchshauses méchte Lydia die
Deckfliche und die Seitenflichen mit Folie bespannen und kauft deswegen eine Folie mit
der Breite 1,4 Meter. Bestimmen Sie die Mindestldnge der Folie, die zur Verhillung des
Gewichshauses gekauft werden muss, wenn die Folie nur in ganzen Metern erhaltlich ist.

Losung:

2.1 Das Volumen eines Quaders ist V = G h mit der Grundfliche G und der Hohe h. Hier soll die
Grundfliche quadratisch sein mit Seitenléinge a, also ist G = a? und damit V = a’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von a angegeben werden; wir miissen also noch h bestimmen. In
der Aufgabe ist vorgegeben, dass insgesamt 30 € zur Verfligung stehen und 1 Meter Latten jeweils 1,20 €
kostet. Wir haben also 30 € / 1,2 €/m = 25 m Latten zur Verfiigung. Daraus werden die vier senkrechten
Stdbe mit jeweils Lénge h hergestellt, auBerdem am Boden, in der Mitte und oben jeweils vier Stidbe mit
jeweils Lange a. Also gilt insgesamt: 25 =4h + 12a|:4 =» 25/4=h+3a=>h=25/4-3a



Das setzen wir nun ein: V = a? - (25/4 —3a) (Klammern setzen!)
=25/4a>-3a> (Klammer ausmultiplizieren)
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss
gelten:
a>0 und 25/4-3a>0
Ungleichungen 16sen:
a>0 und a<25/12
Beide Ungleichungen gleichzeitig sind nur erfiillt fiir 0 <a <25/12; deshalb ist Dy =]0;25/12[. Also miissen
am Schluss die Randwerte V(0) und V(25/12) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBeres
Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (25/4 a? — 3a® = 0; 3a? ausklammern; Ldsungen ablesen) oder elegant (a® - (25/4
—3r) = 0; Losungen aus den beiden Faktoren ablesen). Es ergibt sich aj» = 0; a3 = 25/12. Damit hat man
dann auch Dv =]0;25/12].
2.3 Zunichst miissen wir uns die Hohe ausrechnen mit der Formel aus 2.1: h = 25/4 — 3-1,4 = 2,05. Dann
iberlegen wir uns, wo wir {liberall Folie brauchen: an den vier senkrechten Seiten (die haben jeweils die
Breite 1,4 m und die Hohe h = 2,05 m; insgesamt brauchen wir da also 4 » 2,05 m = 8,2 m) und auf der
Deckfléache (die hat die Breite 1,4 m und die Lénge 1,4 m). Da die Folie, die gekauft wird, schon die richtige

Breite hat, miissen wir nur die Ladngen addieren: 8,2 m + 1,4 m = 9,6 m. Und weil die Folie nur in ganzen
Metern erhéltlich ist, muss Lydia also mindestens 10 m kaufen.

3.0 Die Firma FACTUS soll fur einen Siuwarenhersteller
quaderformige Verpackungen fur Schokoladenbon-
bons produzieren. Der Auftraggeber verlangt, dass die
Verpackung eine quadratische Grundflache aufweist
und dass die Summe aus Lange, Breite und Héhe 45 cm
betragt, damit der Verpackungsautomat die gefalteten
Verpackungen verarbeiten und befiillen kann. Die
Seitenlange der quadratischen Grundflache wird mit a
bezeichnet.

Die Werte der Funktion V:a> V(a) geben jeweils das

Volumen der Verpackung in cm® an. Damit die ’
Verpackung handlich bleibt, soll die Seitenldange a der e

Grundflache mindestens 10 cm und hochstens 20 cm

betragen.
Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren der Einheiten verzichtet werden.

3| 3.1 Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Funktion V.

[ Mégliches Ergebnis: V(a)=45a" —2a’ |

Diese Aufgabe ist dhnlich wie T2022-Al, aber weit einfacher — ich wiirde sogar sagen, das ist eine der

einfachsten Extremwertaufgaben, die ich kenne.

Losung:

Das Volumen eines Quaders ist V = G h mit der Grundfldche G und der Hohe h. Hier soll die Grundfléche

quadratisch sein mit Seitenléinge a, also ist G = a> und damit V = a’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von a angegeben werden; wir miissen also noch h bestimmen. In

der Aufgabe ist vorgegeben, dass die Summe aus Liange, Breite und Hohe 45 betrdgt. Lange und Breite sind

jeweils gleich a (weil ja die Grundfliche quadratisch ist), die Hohe heif3t h. Also gilt insgesamt:
45=2a+h=>h=45-2a

Das setzen wir nun ein: V = a? - (45 —2a) (Klammern setzen!)



=453 - 2a® (Klammer ausmultiplizieren)
Die Definitionsmenge muss hier nicht bestimmt werden, ist aber im Text eigentlich schon angegeben: Da
steht ja, dass die Seitenldnge a der Grundseite mindestens 10 cm und hdchstens 20 cm betragen soll. Also
ist Dv = [10;20]. (Die Grenzen sollten wegen der Formulierungen ,,mindestens‘‘ und ,,hochstens‘‘ hier
beide mit eingeschlossen werden.)



4. Satz von Pythagoras

Dies wurde in folgenden Priifungen gefragt:

1999-Al1/3, 2000-Al/2, 2002-All/4, Nachtermin 2006/3, 2010-AIl/3, 2016-All/3, 2017-Al/3, -AIl/3, 2021-
Al/3, -All/3, 2025-Al11/3.

Dieser Fall ist sehr dhnlich wie die 3. Kategorie. Hier ist aber nicht eine Summe von Seitenldngen gegeben,
sondern die Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks, also letztlich die Summe von Seitenldngen zum
Quadrat.

Die Vorgehensweise ist dhnlich wie oben: Man schreibt sich die zusétzliche gegebene Bedingung hin und
16st nach der zusétzlichen unbekannten Variable auf. Das Ergebnis setzt man dann in die Formel fiir den
Flacheninhalt / das Volumen ein. Hier ist vor allem darauf zu achten, dass es oft geniigt, nicht nach der
unbekannten Variable selbst aufzuldsen, sondern nach ihrem Quadrat (also z. B. nur nach r? aufldsen, nicht
nach r). Zieht man doch mal die Wurzel, so ist darauf zu achten, dass die Wurzel aus einer Summe bzw.

Differenz nicht dasselbe ist wie die Summe bzw. Differenz der Wurzeln! (z. B. ist V9 — 7> nicht dasselbe

wie V9 —vr? =3 -1 !! !) Hier ergeben sich meistens Funktionen mit Termen der Form f(x) = ax® + bx mit

a <0, b> 0; beim Nullsetzen der Ableitung erhélt man dann eine negative und eine positive Losung, von
denen natiirlich nur die positive Losung sinnvoll ist (und diese gehort auch immer zur Definitionsmenge,
aufler, diese ist im Aufgabentext noch irgendwie eingeschriankt).

Bei der Definitionsmenge ist meist nur zu beachten, dass die beiden Katheten nicht ldnger sein konnen als
die Hypotenuse; auBerdem miissen sie natiirlich positiv sein.

1999-All

3 Aus einer kreisformigen Rasenfldche mit dem
Radius r = 5 (L.E.) soll fiir ein Blumenbeet eine
rechteckige Flache mit den Seiten a und b so

ausgestochen werden, dass dieses Rechteck dem

Kreis einbeschrieben ist (siche Skizze). Die von a
abhéngige Maf3zahl des Flidcheninhalts des Rechtecks 2

wird mit A(a) bezeichnet. b
Berechnen Sie, wie lang die Seite a sein muss, damit
die GroBe g(a) = (A(a))? (und damit auch A(a)) den

absolut groBBten Wert annimmt und ermitteln Sie auch
die absolut groBte Flichenmafzahl. Interpretieren Sie
das Ergebnis geometrisch.

(Teilergebnis: g(a) = 10022 — a4)

Losung:

Gesucht ist der Flicheninhalt des Rechtecks, quadriert. Der Fldcheninhalt ist Lange mal Breite, mit den
hier gegebenen Variablen also A = a-b. Damit ist g(a) = (A(a))? = (a-b)*.

g soll (nur) in Abhéngigkeit von a angegeben werden; b miissen wir also noch bestimmen. In der Aufgabe
steht, dass das Rechteck dem Kreis einbeschrieben ist, und in der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges
Dreieck mit den Katheten a und b und der Hypotenuse 2r = 10. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: a’
+b2=10> > a2+ b>=100 = b2 =100 — a> (Beachte: Es geniigt, nach b’ aufzuldsen, b selbst miissen

wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: b = \100 —a’ ; das ist nicht dasselbe wie 10 —
a!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)

Das setzen wir nun ein: g(a) = a?- (100 — a*) (Klammern setzen!)
=100a% —a* (Klammer auflésen)



Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein konnen als die
Hypotenuse, und dass sie positiv sind. Also muss a > 0 und a < 10 gelten; deshalb ist Dg = ]0;10[. Also
miissen am Schluss die Randwerte g(0) und g(10) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBerer
Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grolite Wert. (Die Definitionsmenge ist hier nicht explizit
gefragt, fiir die Randwerte braucht man sie aber!)

Alternativ kdnnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion g bestimmen. Das kann
man umstindlich machen (100a? — a* = 0; a? ausklammern; 100 — a? = 0 setzen; Losungen berechnen) oder
elegant (a%- (100 — a%) = 0; Ldsungen aus den beiden Faktoren berechnen). Es ergibt sich aj» = 0; az4 = *
10. Weil a > 0 sein muss, hat man damit dann auch D = ]0;10].

2000-Al

2 Der Kelch eines Eisbechers soll die Form
eines auf der Spitze stehenden geraden . .
Kreiskegels erhalten (sieche Skizze des
Achsenschnittes; die Dicke der Glaswand S S

werde vernachldssigt). Die Langenmalf3zahl

der Mantellinie s des Kegels betrigt 12.

Stellen Sie die VolumenmaBzahl V(h) des Kegels
in Abhingigkeit von der Kegelhdhe h dar und

geben Sie die Definitionsmenge D/

der Funktion V: h > V(h) an.

Weisen Sie nach, dass die VolumenmaBzahl V(h) fiir h] = 4\/5 ihren absolut groBBten Wert
annimmt. Zeigen Sie aullerdem, dass in diesem Fall die LaingenmafBzahlen von Radius r| und Hohe
hy des Kegels im Verhéltnis \/5 : 1 stehen.

3
(Mégliches Teilergebnis: V(h) = n(—h? +48h) ) (11 BE)

Losung (zum ersten Teil der Aufgabe):

Fiir das Volumen eines Kegels gilt allgemein: V = 1 nrh.

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. In
der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten r und h und der Hypotenuse s =
12. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: 1 + h> =122 =» > + h> = 144 =» > = 144 —h? (Beachte: Es
geniigt, nach ¥’ aufzuldsen, r selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: r =

N144 — h* ; das ist nicht dasselbe wie 12 — h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln
die Wurzel ziehen!)
Das setzen wir nun ein: V(h) = {n - (144 - h?) -h  (Klammern setzen!)

3
=n-(4%h- h?) (% und h in die Klammer rein multipliziert)

3

=" (—h? +48h)  (gekiirzt und Reihenfolge umgedreht)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein konnen als die
Hypotenuse, und dass sie positiv sind. Also muss h > 0 und h < 12 gelten; deshalb ist Dy = ]0;12[. Also
miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(12) iiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groferes
Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.



Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Wie man
das umsténdlich machen kann oder elegant, sollte allméhlich klar geworden sein. ;-) Es ergibt sich h; = 0;
h23 = £ 12. Weil h > 0 sein muss, hat man damit dann auch Dy = ]0;12][.

Ubrigens: Wenn man dann ableitet, sollte man sich von dem 7 nicht verwirren lassen — das ist einfach ein
konstanter Faktor, bleibt beim Ableiten also einfach vor der Klammer stehen! Wenn man dann die erste
Ableitung gleich Null setzt, kann man durch das & teilen — und weg ist es, es stort also nicht beim Losen
der Gleichung!

2002-All

4.0 Bei zylinderformigen Behéltern mit Hohe h und R

»
»

Radius r (Seitenansicht s. nebenstehende Skizze)
ist Q_R =12 dm konstant. (Einheiten bleiben
unberiicksichtigt.)

4.1 Stellen Sie die Mallzahl des Volumens V(h) des
Behilters in Abhingigkeit von der Hohe h dar und 2r

A
\ 4

geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge Dv der

zugehorigen Funktion V an.
3

(Mégliches Teilergebnis: V(h)=m- (_hT +36h).) (4 BE)

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nr’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. In
der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 2r und h und der Hypotenuse @
= 12. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: (2r)? + h? = 122 (Klammern setzen! Wir wollen hier ja c-c =
2r-2r haben, und das ist (2r)’! Dagegen wiire 21> = 2-r-r, das wdre also falsch!) = 41> + h> = 144 = 41? =
144 —h* ¥ 2 =36 — L h? (Beachte: 1) Wenn man links durch 4 teilt, dann muss man rechts beide Terme

durch 4 teilen! 2) Es geniigt, nach v’ aufzuldsen, r selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch
Jemand macht: r = /36— h* ; das ist nicht dasselbe wie 6 — + h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann

man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)
Das setzen wir nun ein: V(h)=n- (36— +h® -h (Klammern setzen!)

=n-(36h—Lh®) (hindie Klammer rein multipliziert)
3

=" (—% +36h)  (ein wenig Bruchrechnen und Reihenfolge umgedreht)
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein konnen als die
Hypotenuse, und dass sie positiv sind. Also muss h > 0 und h < 12 gelten; deshalb ist Dy = ]0;12[. Also
miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(12) iiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groferes
Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Es ergibt
sich h; = 0; ho3 = + 12. Weil h > 0 sein muss, hat man damit dann auch Dy = ]0;12].

Ubrigens: Wenn man in 4.2 dann ableitet, sollte man sich von dem & nicht verwirren lassen — das ist einfach
ein konstanter Faktor, bleibt beim Ableiten also einfach vor der Klammer stehen! Wenn man dann die erste
Ableitung gleich Null setzt, kann man durch das & teilen — und weg ist es, es stort also nicht beim Losen
der Gleichung!



Nachtermin 2006
3.0  Ein kugelférmiges Windlicht mit
dem Kugelradius R = 7 cm besitzt
eine kreisformige Offnung fiir das
Einfithren einer zylindrischen
Kerze mit Radius r und Héhe h
(siehe Skizze).

3.1 Stellen Sie die Volumenmaf-
zahl V(h) der Kerze in
Abhidngigkeit von der Hohe h
dar und bestimmen Sie eine
sinnvolle Definitionsmenge Dy
der Funktion V:h~ V(h). (4 BE)

[Mogliches Teilergebnis:

V(h)=b43(196—h2)]

Losung:
Auch wenn man’s auf den ersten Blick nicht sieht — die Rechnung ist genau dieselbe wie in der vorherigen
Aufgabe aus der Priifung 2002-All!

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nr’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. Im
Gegensatz zu 2002-All ist in der Zeichnung das rechtwinklige Dreieck diesmal leider nicht mit eingetragen,
es sieht aber prinzipiell genauso aus: Die Katheten haben die Léngen 2r und h, die Hypotenuse hat die
Linge 2R = 14. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: (2r)*> + h* = 14? (Klammern setzen! Wir wollen
hier ja c-c = 2r-2r haben, und das ist (2r)’! Dagegen wire 21> = 2-r-r, das wdre also falsch!) = 41> + h? =
196 =» 41> = 196 — h* > r* =49 — L h* (Beachte: 1) Wenn man links durch 4 teilt, dann muss man rechts

beide Terme durch 4 teilen! 2) Es geniigt, nach v’ aufzuldsen, r selbst miissen wir gar nicht berechnen!
Falls das doch jemand macht: r = \|/49—Lh’ ; das ist nicht dasselbe wie 7 — % h!!! Aus den Gliedern einer

Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)
Das setzen wir nun ein: V(h)=n- (49— 1 h® -h (Klammern setzen!)

=n-(196-h*)- +-h (L nach hinten ausklammern)

_hz (196 —h?)  (ein wenig Bruchrechnen und Reihenfolge umgedreht)
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein kdnnen als die
Hypotenuse, und dass sie positiv sind. Also muss h > 0 und h < 14 gelten; deshalb ist Dy = ]0;14[. Also
miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(14) tiberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBeres
Volumen ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.

Alternativ kdnnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Es ergibt
sich h; = 0; ho3 = + 14. Weil h > 0 sein muss, hat man damit dann auch Dy = ]0;14[.

Wieder gilt: Wenn man in 4.2 dann ableitet, sollte man sich von dem " nicht verwirren lassen. Beim

Ableiten bleibt es einfach stehen, bei der Gleichung kann man dadurch teilen und es damit loswerden.
Vorsicht: Das h muss man aber erst mal in die Klammer rein multiplizieren, bevor man ableitet — das ist
ja kein konstanter Faktor!



2010-All (Die Aufgabe ist wieder etwas schwieriger — aber wirklich nur etwas.)
3.0 Eine Biogasanlage besteht aus

einem zylinderférmigen, oben of-

fenen Grundkorper, das Dach der

Hoéhe h ist kegelformig (siehe ne-

benstehende Skizze des Quer-

schnitts). Die Mantelldnge s des

Kegels betrdgt 15m. Die folgen-

den Rechnungen werden oh

Einheiten durchgefiihrt.

Shil Stellen Sie die Maf3zahl Y'des Vo-
lumens der gesamten Blogasanla-
ge in Abhédngigkeitfon der Hohe h dar und geben Sie eine im gegebenen
Sachzusammenhdng sinnvolle Definitionsmenge der Funktion
V:h— V(h)Aan. (6 BE)

[Moglichg€ Teilergebnis: V(h):(375h—§h3)-n]

Losung:

Die Biogasanlage besteht laut Aufgabentext und Zeichnung aus einem Zylinder und einem Kegel
obendrauf. Das Volumen eines Zylinders ist 1 mal Radius zum Quadrat mal Hohe, das Volumen eines
Kegels ist 17 mal Radius zum Quadrat mal Héhe. Laut Zeichnung heif3t die Hohe des Kegels h, die Hohe

des Zylinders ist4 h. Also ist: V=n-r*4h+1mwr*h = £ nmr*h + +1nr’h = nrth,

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. In
der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten r und h und der Hypotenuse s =
15. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: > + h? = 152 = r? + h? = 225 =» 2 = 225 — h? (Inzwischen

ist hoffentlich jedem klar, dass r = ~J225 — h* ist, und dass das ist nicht dasselbe wie 15 — h ist?!?)
Das setzen wir nun ein: V(h) = 2n-(225-h?)-h  (Klammern seizen!)

=(2-225h-2h%) - nn (mnach hinten;

2 und h in die Klammer multiplizieren)

=(375h-2h%) &
Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein kdnnen als die
Hypotenuse, und dass sie positiv sind. Also muss h> 0 und h < 15 gelten; deshalb ist Dv = ]0;15[. (Dasselbe
erhélt man auch wieder aus den Nullstellen der Funktion V.) Also miissen am Schluss die Randwerte V(0)
und V(15) tlberpriift werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groBeres Volumen ergibt als der berechnete
(relativ) grofite Wert.

Wieder gilt: Wenn man in 4.2 dann ableitet, sollte man sich von dem 7 nicht verwirren lassen. Beim
Ableiten bleibt es einfach stehen, bei der Gleichung kann man dadurch teilen und es damit loswerden.



2016-All  Eine eher schwierige Aufgabe...

3.0 Ein symmetrischer Trinkjoghurtbecher in der Form eines

Fasses besitzt das Volumen V:%n-h-(2D2+d2). /

Hierbei ist d jeweils der Durchmesser des Deckels und

des Bodens und D der maximale Durchmesser des Be- h

chers auf halber Hohe (alle Langen in cm gemessen).
Weiterhin soll D 10% groRer sein als d. Der Becher soll

so konstruiert sein, dass ein 13 cm langer Strohhalm ge-

d
nau um 3 cm aus dem Becher herausragt, wenn er dia- o
gonal im Becher liegt (siehe Abbildung). j D - [,1d
3.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf, die die MalRRzahl des Bechervolumens in
Abhangigkeit von der Hohe h beschreibt. (4 BE)
[Mogliches Ergebnis: V(h)= %n -(~h® +100h) ]

Losung:
Zumindest die Volumenformel ist hier schon vorgegeben: V = %n h - (2D?% + d?). (Das Volumen eines

Fasses findet man sowieso nicht in der Merkhilfe...)

Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von h angegeben werden; D und d miissen wir also noch
bestimmen. Der Strohhalm liegt auf der Diagonale eines Rechtecks mit den Seitenléngen d und h (das
Rechteck ist in der Originalaufgabe nicht eingezeichnet, ich habe es oben in griin eingetragen.) Da der
Strohhalm 13 cm lang ist und 3 cm herausragt, muss die Diagonale also 10 cm lang sein. In der rechten
unteren Ecke des Rechtecks ist ein rechter Winkel (deshalb heif3t es ja Rechteck...), also haben wir hier ein
rechtwinkliges Dreieck mit Katheten der Langen d und h und einer Hypotenuse der Lange 10 cm. Der Satz
von Pythagoras sagt uns hier also: d? + h? = 102 = d> = 100 — h? (Beachte: Es geniigt, nach d°

aufzulésen, d selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: d = 100 — h*; das
ist nicht dasselbe wie 10— h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)
AuBerdem steht noch in der Aufgabe, dass D um 10% groBer sein soll als d, also ist D gleich 110% von d,
als Formel: D = 1,1d. Wir brauchen fiir die Volumenformel ja aber D?, das ist dann also gleich (1,1d)?, also:
D? =1,21d%> = 1,21 (100 — h?) = 121 — 1,21h°. (Mal wieder: Klammern setzen ist hier wichtig, nicht nur d
muss quadriert werden, sondern auch die 1,1!)

Das setzen wir nun alles ein: V(h) = %n +h-(2-(121 —1,21h%) + 100 — h?)  (Klammern setzen!)

= %n h- (342 —3,42h%)  (innere Klammer auflisen, zusammenfassen)

= %n - (100h — h®) (3,42 ausklammern; h in die Klammer multiplizieren)
= %ﬂ - (—h®+ 100h)  (den Bruch mit 6 kiirzen, dann mit 100 erweitern)

(Eine im Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge ist hier gar nicht gefragt, die wird in 3.2 dann
vorgegeben.)

Wieder gilt: Wenn man in 3.2 dann ableitet, sollte man sich von dem komplizierten Vorfaktor % 7 nicht

verwirren lassen. Beim Ableiten bleibt es einfach stehen, bei der Gleichung kann man dadurch teilen und
es damit loswerden.



2017-A1  vergleiche im aktuellen Schulbuch S. 45 (NT) bzw. S. 47 (T) / Nr. 6!

3.0 Einer Halbkugel mit Radius R=10cm soll ein I

Zylinder mit Radius r und H8he h einbeschrieben
werden (siehe Skizze). Bei Berechnungen kann
auf die Verwendung von Einheiten verzichtet

werden.

r

31 Ermitteln Sie die MaRzahl V(h) des Volumens des Zylinders in Abhangigkeit von der Héhe
h und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge fir die Funktion V:h— V(h) an, wenn

die H6he h mindestens 6 cm betragen soll. (4 BE)
[Mégliches Teilergebnis: V(h)=hxn (100 - h2 )]

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nir’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen
(Vorsicht: Nicht mit R = 10 cm verwechseln; das ist der Radius der Halbkugel, nicht der des Zylinders!).
In der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten r und h und der Hypotenuse R
=10. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: > + h> = 10> = r> = 100 —h? (Beachte: Es geniigt, nach r’

aufzulésen, r selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: r =\ 100 — h®; das
ist nicht dasselbe wie 10— h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)
Das setzen wir nun ein: V(h)=n- (100 —h?)-h (Klammern setzen!)
Damit sind wir eigentlich schon beim moglichen Teilergebnis angekommen (man muss nur noch die
Reihenfolge des Produkts umdrehen); damit man die Funktion ableiten kann, ist es aber noch sinnvoll, das
h in die Klammer rein zu multiplizieren und dort die Reihenfolge der Summe umzudrehen:

V(h) =t - (<h? + 100h)
(Das r sollte man auf3en stehen lassen! Beim Ableiten bleibt das dann einfach stehen (konstanter Faktor);
wenn man die Ableitung gleich null setzt, kann man dadurch teilen — dann ist es weg, stort also nicht beim
Losen der Gleichung!)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass die Katheten nicht linger sein kdnnen als die
Hypotenuse — also muss h < R und damit h < 10 gelten. AuBBerdem steht in der Aufgabe, dass die Hohe
mindestens 6 cm betragen soll; deshalb ist Dv = [6;10[. (Ob man die 10 auch noch mit dazu nimmt, ist
Geschmackssache.)

Alternativ kdnnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Wie man
das umsténdlich machen kann oder elegant, sollte allmdhlich klar geworden sein. ;-) Es ergibt sich h; = 0;
h23 = £ 10. Weil auBerdem h mindestens 6 cm sein muss, hat man damit dann auch Dy = [6;10].



2017-All

3.0 Ein Designstudio hat eine Nachttischleuchte entwor-
fen. Diese besteht aus einem halbkugelférmigen T Ty
Schirm mit Radius r=12cm und einem Leuchten- / \

ful in der Form eines geraden Kreiskegels mit der \
Hohe h und dem Durchmesser b in der Grundflache | \
(siehe nebenstehende Skizze). Bei Berechnungen | : 7o

kann auf die Verwendung von Einheiten verzichtet P N

r _
werden. / h: \\

3.1 Bestimmen Sie die Malzahl V(h) des Volumens des L b S
FuRes der Leuchte in Abhangigkeit von h. (3 BE) e

[Mogliches Ergebnis: V(h) = g(—h3 +144h)]
Losung:
Fiir das Volumen eines Kegels gilt allgemein: V = %m‘zzylh.

Das Volumen soll (nur) in Abhdngigkeit von h angegeben werden; rzy1 miissen wir also noch bestimmen
(Vorsicht: Nicht mit r = 12 cm verwechseln; das ist der Radius der Kugel, nicht der des Kegels! rzy ist in
der Zeichnung nicht direkt angegeben, ist aber natiirlich die Hélfte des Durchmessers b.) In der Zeichnung
erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten rzy1 und h und der Hypotenuse r = 12. Also gilt
nach dem Satz von Pythagoras: rZZyl +h2=122=> rZZyl = 144 — h*  (Beachte: Es geniigt, nach rzzyl

aufzulosen, 17y, selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: 14, = 144 — h?;
das ist nicht dasselbe wie 12 — h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel
ziehen!)

Das setzen wir nun ein: V(h) = %n(144 —h®h  (Klammern setzen!)
= g (—=h® + 144h)  (hin die Klammer multiplizieren, Reihenfolge cindern)

(Das /3 sollte man aufen stehen lassen! Beim Ableiten bleibt das dann einfach stehen (konstanter Faktor);
wenn man die Ableitung gleich null setzt, kann man dadurch teilen — dann ist es weg, stort also nicht beim
Lésen der Gleichung!)

Hier muss man keine im Sachzusammenhang sinnvolle Definitionsmenge bestimmen, die wird dann in 3.2
vorgegeben.



2021-Al

3.1

Fiir das Volumen eines Kegels gilt allgemein: V = gnrzh.

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. In
der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten r und h und der Hypotenuse s =
8. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: 1> + h? = 82 = 12 = 64 — h?

aufzuldsen, r selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: r =\ 64 — h*; das ist
nicht dasselbe wie 8 — h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)

Das setzen wir nun ein: V(h) = %n(64 — h®)h

Die Definitionsmenge ist im Text schon vorgegeben: Die Hohe soll mindestens 4 m und maximal 6 m sein.

Zeichnung). Das Zelt besitzt ein Innenvolumen, das bei
gleichbleibender Lange der Mantellinie von der Héhe h des
Zeltes abhangt. Der jeweilige Funktionswert der Funktion

V:hi—V(h) beschreibt dieses Innenvolumen.

Aus optischen Griinden soll dabei die Hohe h des Tipi Zeltes
mindestens 4m und maximal 6m betragen. Dabei steht h

flr die Hohe des Zelts in m und V(h) flr das Volumen des

Zeltsin m>.

Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet werden.

Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf.
64

[ Mogliches Ergebnis: V(h) :—%J'Eha -i—?ﬂ:h ]

=— %nh3 + % nh  (Klammer ausmultiplizieren, Reihenfolge dndern)

Also ist Dy = [4;6].

2021-All

2.0 Als Teilnehmer eines Auswahlverfahrens zur Ein-

stellung von Werkstudenten bei einer groRen
Molkerei wird Ihnen folgende Aufgabe gestellt:

Ein Schokodrink soll in einem Tetra Pak abgefiillt
werden, welcher die Form einer geraden Pyra-
mide mit quadratischer Grundflache hat. Die vier
Seitenkanten der Pyramide sollen aus verpa-
ckungstechnischen Grinden jeweils eine feste
Lange von 1dm haben. Die Spitze S der Pyramide

liegt senkrecht Giber dem Punkt H, in dem sich die
Diagonalen der Grundflache im rechten Winkel
schneiden.

Aus verkaufstechnischen Griinden soll die Hohe /-

des Tetra Paks mindestens 0,4dm und hochs-
tens 0,6 dm betragen.

(Klammern setzen!)

vgl. im aktuellen Schulbuch S. 44 (NT) bzw. S. 46 (T) / Nr. 3
3.0 Ein Tipi Zelt in einem Skigebiet hat die Form eines geraden
Kreiskegels, dessen Mantellinie die Lénge s=8m hat (siehe

vgl. im aktuellen Schulbuch S. 44 (NT) bzw. S. 46 (T) / Nr. 4
S

(Beachte: Es geniigt, nach r’

Bei den Berechnungen kann auf das Mitflihren von Einheiten verzichtet werden.

2.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V:hi—V(h) auf. Dabei steht h fir die Hohe der

Pyramide in dm und V(h) flir das Volumen der Pyramide in dm?.

2 2
[ M&gliches Ergebnis: V(h):7§h3 +§h ]



Losung:
Fiir das Volumen einer Pyramide gilt allgemein: V = %Gh; da die Grundfliche G hier ein Quadrat mit

Seitenlinge a ist, folgt V = % a’h.
Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von h angegeben werden; a miissen wir also noch bestimmen. In
der Zeichnung findet man leider nicht direkt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Seitenldngen a, h und s =
1; man muss hier einen Umweg machen: Es gibt ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten x und x und
der Hypotenuse a und ein zweites rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten x, h und s = 1. Also braucht
man hier den Satz des Pythagoras gleich zweimal! (AuBler, man weill auswendig, dass die Diagonale in
einem Quadrat der Seitenlinge a die Linge v/2a hat...)

(Hhx*+x*=a% Q)x*+h*=12
Aus (1) erhilt man zuniichst x2 = %az; das kann man in (2) einsetzen: %az +h?=1=>a?=2-2h%
(Beachte: Es geniigt, nach a’ aufzulésen, a selbst miissen wir gar nicht berechnen! Falls das doch jemand

macht: a =~ 2 — 2h*; das ist nicht dasselbe wie \'2 — \[2h!!! Aus den Gliedern einer Differenz kann man
nicht einzeln die Wurzel ziehen! Und es ist erst recht nicht dasselbe wie 1,4 — 1,4h oder so, man darf hier
NICHT runden!)

Das setzen wir nun ein: V(h) = % (2—-2h®h  (Klammern setzen!)

=— % h3 + gh (Klammer ausmultiplizieren, Reihenfolge dndern)

Die Definitionsmenge ist im Text schon vorgegeben: Die Hohe soll mindestens 0,4 dm und maximal 0,6
dm sein. Also ist Dy =[0,4;0,6].

3.0 Ein PflanzgefaR hat die Form eines umgedrehten geraden Kreiskegelstumpfes, dessen
Querschnittsflache ein Trapez ist (siehe nachfolgende nicht maRstabsgetreue Skizzen).
Der obere Kreisradius R ist dreimal so groR wie der untere Kreisradius r. Die Lange der
Seitenkante s betragt 25 cm. Vorgaben der Produktion legen fest, dass die Héhe h des
PflanzgefaBes mindestens 15 cm und héchstens 23 cm betrigt.
Die Dicke der ,Wande“ darf bei den weiteren Betrachtungen vernachlissigt werden.
Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet werden.

R

Querschnitt Raumliche Ansicht
Ohne Nachweis darf verwendet werden, dass fiir das Volumen dieses geraden Kreiske-

gelstumpfes gilt:

v(r; h]:g‘n-rz-h

3| 3.1 Zeigen Sie, dass fir das Volumen des PflanzgefaRes in Abhangigkeit von der Hohe h gilt:

V(h)=~g-n-(625h—h3)

Losung:
Die Formel fiir das Volumen ist im Text schon vorgegeben: V = 13—3 ‘-T2 h.
Das Volumen soll (nur) in Abhédngigkeit von h angegeben werden; r miissen wir also noch bestimmen. In



der Zeichnung erkennt man ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten 2r und h und der Hypotenuse s =
25. Also gilt nach dem Satz von Pythagoras: (2r)? + h? = 25% (Klammern setzen! Wir wollen hier ja c-c =
2r-2r haben, und das ist (2r)’! Dagegen wire 2r° = 2-r-r, das wiire also falsch!) = 4r> + h? = 625

> 41 = 625 — h? = 1? = 625/4 — h*/4 (Beachte: (1) Wenn man im letzten Schritt durch 4 teilt, dann muss
man rechts beide Summanden jeweils durch 4 teilen! (2) Es geniigt, nach v’ aufzulésen, r selbst miissen wir

gar nicht berechnen! Falls das doch jemand macht: r = \/ 625/4 — h*/4; das ist nicht dasselbe wie 25/2

—h/2 /!l Aus den Gliedern einer Differenz kann man nicht einzeln die Wurzel ziehen!)

. . 13 625 h?
Das setzen wir nun ein: V(h) = ST (T — T) “h (Klammern setzen!)

= 13—3 ST % (625h — h3)  (1/4 ausklammern, h in die Klammer rein multiplizieren)

== .7 (625h — h%)
Die Definitionsmenge ist im Text schon vorgegeben: Die Hohe soll mindestens 15 cm und maximal 23 cm
sein. Also ist Dy =[15;23].



5. Oberfliache gegeben, Volumen gesucht
Dies wurde in folgenden Priifungen gefragt:
2009-Al/5, 2010-Al/4, Nachtermin 2011, 2013-AI1/5, 2022-A1/3. T2023-Al/1.4, 2023-Al/2

Auch hier geht man dhnlich vor wie bei den vorherigen Kategorien: Man sucht sich wieder zunéchst (eine)
passende Formel(n) fiir das gesuchte Volumen aus der Formelsammlung heraus. Dann sucht man sich noch
(eine) passende Formel(n) fiir die Oberflédche des Kdrpers heraus und setzt diese gleich dem in der Aufgabe
gegebenen Wert. Dann 16st man nach der zusétzlichen unbekannten Variable auf und setzt das Ergebnis
schlieBlich in die Formel fiir das Volumen ein. Hier ergeben sich meistens Funktionen mit Termen der
Form f(x) = ax® + bx mit a < 0, b > 0; beim Nullsetzen der Ableitung erhilt man dann eine negative und
eine positive Losung, von denen natiirlich nur die positive Losung sinnvoll ist (und diese gehort auch immer
zur Definitionsmenge, auf3er, diese ist im Aufgabentext noch irgendwie eingeschrénkt).

2009-Al

5.0 Eine zylinderformige Trommel (siehe Skizze) besitzt
die Gesamtoberfliche 2400 - © cm?. Der Klang der
Trommel hiangt auch von der Oberfliche und dem
Volumen ab. Die Boden- und Deckfldche der Trommel
sind mit Fell bespannt. Durch die erhiltlichen Fellgrof3en
ergibt sich, dass ein Radius T von 12 cm bis 30 cm moglich ist.
Fiihren Sie die folgenden Rechnungen ohne Einheiten durch.
5.1 Stellen Sie eine Gleichung fiir das Volumen V(1) der Trommel in Abhéngigkeit von 1 auf.
[Ergebnis: V(r)=m-(1200r — r )] (4 BE)

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nr’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhéangigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die gesamte Oberfliche des Zylinders 2400m sein. In der Formelsammlung steht die
Mantelflache eines Zylinders: M = 2nrh. Dazu kommen noch Grund- und Deckfliche, also Kreise, jeweils
mit Flicheninhalt nr?. Also gilt insgesamt: 2nrh + 2nr> = 24007, Bevor wir irgendetwas anderes machen:
Teilen wir erst mal durch das storende m — und am besten auch noch durch 2! (Links natiirlich beide Terme
dadurch teilen!) Es bleibt: rh + r*> = 1200; sieht doch schon deutlich einfacher aus! Weiter: rh = 1200 — 12
Jetzt noch durch r teilen (und beriicksichtigen, dass rechts beide Terme geteilt werden miissen!): h = 1200 —
r.

Das setzen wir nun ein: V(h)=n -1 (2% —r)  (Klammern setzen!)

=" (% —1*) (¥ in die Klammer rein multiplizieren)
) =n-(1200r—1°)  (kiirzen!)
Uber die Definitionsmenge muss man sich bei dieser Aufgabe keine Gedanken machen — man muss nur
den Text lesen! (,,Durch die erhéltlichen Fellgroflen ergibt sich, dass ein Radius r von 12 cm bis 30 cm
moglich ist.*) Also ist Dy =[12;30]. (die beiden Zahlen sollte man hier wohl mit einschlief3en)

Wieder gilt beim Ableiten (in 5.2): Nicht vom © verwirren lassen! Beim Ableiten bleibt es stehen; wenn
man die Ableitung gleich Null setzt, kann man es loswerden.



2010-Al

4.0 Ein Schildkrétenbesitzer baut fiir sei-
ne Landschildkrote ein Terrarium mit h

einem quaderférmigen lichtdurchlds-
sigen Dach der Linge 2a, der Breite a
und der Hohe h. Dieses wird auf ein

2a

geeignetes Fundament gesetzt.
Die lichtdurchlissige Oberfliche soll 4 m” betragen.
Fithren Sie die folgenden Rechnungen ohne Einheiten durch.

4.1 Bestimmen Sie das Volumen V(a) des Daches in Abhdngigkeit von a.

[Mogliches Ergebnis: V(a)= ga - §a3 i (4 BE)

42  Bestimmen Sie eine sinnvolle Definitionsmenge Dy der Funktion
V:a> V(a) fiir den in 4.0 gegebenen Sachzusammenhang. (5 BE)

Losung:

Das Volumen eines Quaders ist Linge mal Breite mal Hohe, mit den Angaben in Aufgabentext und
Zeichnung also: V = 2a-a-h = 2a’h

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von a angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die lichtdurchldssige Oberfliche 4 sein. Die lichtdurchldssige Oberfliche besteht aus der
Deckflache (Rechteck mit Seitenldngen 2a und a), den Fldchen vorne und hinten (beides Rechtecke mit den
Seitenlédngen 2a und h) und den Flachen links und rechts (beides Rechtecke mit den Seitenldngen a und h).
(Vorsicht: Das Glasdach hat keine Grundfldche, sondern ist unten offen!) Also gilt insgesamt: 2a-a + 2-2a-h
+2-a-h =4 = 2a> + 6ah = 4 = 6ah = 4 — 2a. Jetzt noch durch 6a teilen (und beriicksichtigen, dass rechts

beide Terme geteilt werden miissen!): h= & — 2= = 2 _ La  (kjjrzen))

Das setzen wir nun ein: V(h)=2a’- (£ — La) (Klammern setzen!)

—  44° 2 53 i 1
= 4= — 23’ (Klammer ausmultiplzieren)
3

= fa—-Za (kiirzen!)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenldngen positiv sein miissen. Also muss
gelten:

a>0 und £ -1a>0
Das Losen der zweiten Ungleichung ist leider eine groere Rechnung (deshalb gibt es hier auch 5 BE!).
Zundchst multiplizieren wir sie mal mit 3a, um die Briiche loszuwerden. (Weil a > 0 ist, ist auch 3a > 0;
deshalb éndert sich die Richtung der Ungleichung beim Multiplizieren mit 3a nicht!)

a>0 und 2—-a’>0

Sieht schon deutlich einfacher aus! Es bleibt eine quadratische Ungleichung zu I6sen. Dafiir gibt es
verschiedene Moglichkeiten; am einfachsten ist es meistens, erst die Gleichung zu l6sen, dann den Graph
zu skizzieren (hier: eine nach unten gedffnete Parabel) und daraus dann die Losungen abzulesen. Macht

man alles richtig, so erhdlt man aus der zweiten Ungleichung — V2 <a < /2. Nimmt man noch die erste
Ungleichung dazu, so ergibt sich insgesamt 0 <a < V2. (Alternativ konnte man z. B. auch so rechnen: 2
—a2> 0= a® < 2; dann die Wurzel ziehen — aber dabei beachten, dass \/a_2 = |a] ist, nicht einfach = a! Es
bleibt also: |a] < V2. Weil laut der ersten Ungleichung aber a > 0 ist, kann man die Betragsstriche
weglassen, und es bleibt wieder insgesamt 0 <a <2, )

Deshalb ist Dy = ]0; V2 [. Also miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(\/E ) tiberpriift werden, ob
sich dafiir nicht evtl. ein groBerer Flicheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.



Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Es ergibt

sicha; =0;a3= = 2 . Damit hat man dann auch Dy = 10; V2 [. (Ja, ich weif3, die meisten rechnen nicht
gerne mit Wurzeln und tippen das lieber in den Taschenrechner ein — aber in der Aufgabe steht nichts von
Runden! Um ein Gefiihl fiir den Wert zu bekommen, kann man sich gerne mal mit dem Taschenrechner
ausrechnen, dass das etwa 1,41 ist; trotzdem sollte man das exakte Ergebnis angeben!)

Nachtermin 2011/4

4.0 Ein oben offener Wassertrog, der die
Form eines halben Zylinders mit
Linge | und Radius r hat, besitzt die
Obertlache 200 dm?2.

4.1 Stellen Sie eine Gleichung fiir die VolumenmaBzahl V(r) des Troges in Ab-
hingigkeit von r auf und bestimmen Sie eine sinnvolle Definitionsmenge.

-7t~r3+100-r] (8 BE)

2| -

[mégliches Teilergebnis: V(r)= -

t

Losung:
Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = rur’h, fiir den halben Zylinder hier also V = L nr?l.

Das Volumen soll (nur) in Abhéngigkeit von r angegeben werden; | miissen wir also noch bestimmen.
Laut Aufgabe soll die gesamte Oberfliche des Wassertrogs 200 (dm?) sein. Die gesamte Oberfléiche besteht
aus der Hilfte eines Zylindermantels (mit Formelsammlung also: 1 - 2mr]l = mrl), dem Halbkreis vorne und

dem Halbkreis hinten (also zusammen ein Kreis, laut Formelsammlung: A = nir?). Also gilt insgesamt: mtrl
+ nr? = 200. Bevor wir irgendetwas anderes machen: Teilen wir erst mal durch das storende nt! (Links

natiirlich beide Terme dadurch teilen!) Es bleibt: rl + 12 = 200 Weiter: 11 = 22° 2. Jetzt noch durch r

V4 V4
. g . . . 200
teilen (und berticksichtigen, dass rechts beide Terme geteilt werden miissen!): 1 = — —r.
nr
. . . 200
Das setzen wir nun ein:  V(r) = 3 mr* - (———1) (Klammern setzen!)
nr
2007 r?
- R IT r (Klammer ausmultiplizieren, Bruchrechnen!)

2xr

L +100r  (kiirzen und Reihenfolge umstellen)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass alle Seitenlingen positiv sein miissen. Also muss

gelten: r>0 und —-—-r>0
r

Das Losen der zweiten Ungleichung ist leider wieder eine gréf3ere Rechnung. Zunédchst multiplizieren wir
sie mal mit r, um die Variable im Nenner loszuwerden. (Weil r > 0 ist, dndert sich die Richtung der
Ungleichung beim Multiplizieren nicht!)



200
r>0und —-1*>0
ps

Es bleibt eine quadratische Ungleichung zu 16sen. Dafiir gibt es verschiedene Moglichkeiten; am
einfachsten ist es meistens, erst die Gleichung zu 16sen, dann den Graph zu skizzieren (hier: eine nach unten
gedffnete Parabel) und daraus dann die Losungen abzulesen. Macht man alles richtig, so erhélt man aus der

1200 200
zweiten Ungleichung —,|—— <r < ,/[—— . Nimmt man noch die erste Ungleichung dazu, so ergibt sich
T

/4
. 200
mnsgesamt 0 <r< ,[—.
/4
. . 0 2 2 . .
(Alternativ konnte man z. B. auch so rechnen: — —r*> 0 = r* < ——; dann die Wurzel ziehen — aber

T T

[200
dabei beachten, dass 7> = |r| ist, nicht einfach = r! Es bleibt also: |r] < ,/[—— . Weil laut der ersten
T

. . . : o /200
Ungleichung aber r > 0 ist, kann man die Betragsstriche weglassen, und es bleibt wieder 0 <r < ,[——.)
T

200 [200
Deshalb ist Dy = ]0; ,/—— [. Also miissen am Schluss die Randwerte V(0) und V(,/— ) iiberpriift
Vs Vs

werden, ob sich dafiir nicht evtl. ein groferer Flacheninhalt ergibt als der berechnete (relativ) grofite Wert.
Alternativ konnte man fiir die Definitionsmenge auch die Nullstellen der Funktion V bestimmen. Es ergibt

1200 200
sich rj = 0; 3 = £,/—— . Damit hat man dann auch Dv = ]0;,|—— [. (Auch hier gilt wieder: In der
Vs T

Aufgabe 4.1 steht nichts von Runden, also gibt man gefilligst das exakte Ergebnis an, auch wenn’s nicht
hiibsch aussieht! Erst in Aufgabe 4.2 darf man auf zwei Nachkommastellen runden; man darf da dann also

[2
auch einfach V(7,98) ausrechnen statt V( 200 )).
V4

2013-All
5.0 Eine Schule veranstaltet eine Projektwoche zum Thema ,, Work-Life-Balance®.
Zum Abschluss erhalten alle Teilnehmer je einen Relax-Ball, der in einer
zylinderformigen Schachtel verpackt ist. Von dieser ist bekannt, dass sie eine
Oberfliche von 180 cm? besitzt. Bei der Rechnung wird auf Einheiten
verzichtet.
Sl Zeigen Sie, dass fiir das Volumen der Schachtel in Abhéngigkeit vom
Zylinderradius r gilt: V(r)=—m-r’ +90r (4 BE)
Losung:

Das ist praktisch dieselbe Aufgabe wie 2009-Al, nur mit anderen Zahlen!

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nir’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhidngigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die gesamte Oberfliche des Zylinders 180 sein. In der Formelsammlung steht die
Mantelfldche eines Zylinders: M = 2nrh. Dazu kommen noch Grund- und Deckflédche, also Kreise, jeweils
mit Flicheninhalt nr?. Also gilt insgesamt: 2rrh + 27mr? = 180. Bevor wir irgendetwas anderes machen:
Teilen wir erst mal durch das storende m — und am besten auch noch durch 2! (Links natiirlich beide Terme

dadurch teilen!) Es bleibt: th +1* = lzﬁ = %; sieht doch schon einfacher aus! Weiter: rh = 0 12. Jetzt
V4 V4 V4
. T . : . 90
noch durch r teilen (und berticksichtigen, dass rechts beide Terme geteilt werden miissen!): h= — —r.

Tr



Das setzen wir nun ein: V(h)=n-1*-(— —1) (Klammern setzen!)
Tr

90rx r’
=TT np (Klammer ausmultiplizieren)

nr

=—nr’+ 90r  (kiirzen und Reihenfolge umstellen)
(Ja, ich weif3, die meisten rechnen nicht gerne mit w und tippen das lieber in den Taschenrechner ein (oder
benutzen einfach gleich 3,14) — aber in der Aufgabe steht nichts von Runden! Und im Endergebnis soll ja
auch rstehen und nicht 3,14! Also rechnet man gefilligst auch in allen Zwischenschritten mit den exakten
Werten, nicht mit gerundeten, ldsst das m also immer stehen!)

Hier ist nicht verlangt, die Definitionsmenge anzugeben. Es ist ja auch gar keine Extremwertaufgabe (es ist
nirgends nach dem grof3tmoglichen Volumen gefragt!), also braucht man die Randwerte nicht zu berechnen
— deshalb ist die Definitionsmenge hier unnétig. (Und es wére iibrigens auch nicht gerade einfach, sie
auszurechnen — sogar noch etwas schwieriger als in 2010-Al/4, weil hier auch noch das w stort.)

2022-Al

3.0 Ein Tiergarten plant den Bau eines Tropenhauses, in dem ein kiinstliches Okosystem mit
Lebensbedingungen fiir tropische Pflanzen- und Tierarten geschaffen werden soll. Das
Tropenhaus soll die Form eines Quaders mit aufgesetztem Halbzylinder bekommen. Der
Radius des Halbzylinders wird mit r bezeichnet. Der Quader hat die Breite 2r, die Linge
3r und die Héhe h (siehe Skizze).
Um mdglichst ideale klimatische Bedingungen zu schaffen, sollen die AuRenwinde des
Tropenhauses und das Dach aus Glas bestehen. Hierfiir sind 1000m? Glas vorgesehen.
Die MaRzahl des Volumens des Tropenhauses in Abhingigkeit vom Radius r des Halb-

zylinders ldsst sich durch die Funktionswerte der Funktion V:ri>V(r) beschreiben.
Aus den Baurichtlinien geht hervor, dass der Radius r des Halbzylinders maximal 8,5m
betragen darf. Der Tiergartenbetreiber fordert hierfiir mindestens 4m .

Bei den Berechnungen kann auf das Mitflihren von Einheiten verzichtet werden.

! =

2r

6| 3.1 Stellen Sie eine Gleichung der in 3.0 eingefiihrten Funktion V auf. Bestimmen Sie dazu
vorab die MaRzahl A des Flacheninhalts der insgesamt zu verglasenden Oberfliche des
Tropenhauses in Abhangigkeit des Radius des Halbzylinders und der Hohe des Quaders.

[ Mégliche Ergebnisse: A(r,h)=10rh+4nr® und V(r)=600r—0,9nr’]

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nir’h, ein halber Zylinder hat also das Volumen nir?h/2.
Aber Vorsicht: Das h in der Formel hier entspricht nicht dem h in der Aufgabe bzw. Zeichnung hier! Es
geht um die Hohe des Halbzylinders, also den Abstand von Grund- und Deckfléche (die beiden Halbkreise);
und dieser Abstand ist laut Text und Zeichnung gleich 3r! Also ist hier: Vygip,y = 7 7% - 3r/2 = 1,513,
Dazu kommt noch das Volumen des Quaders unten. Das Volumen eines Quaders ist Lange mal Breite mal



Hohe, mit den Angaben aus Text und Zeichnung also: Vpyager = 31 2r-h = 6r2h. Das gesamte
Volumen ist also erst mal V = 6r2h + 1,57r3.

Das Volumen soll (nur) in Abhidngigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die gesamte Oberfliche des Gewichshauses 1000 (m?) sein. In der Formelsammlung steht die
Mantelfliache eines Zylinders: M = 2nrh; der Halbzylinder hat also die Mantelflache nrh. Wieder miissen
wir aufpassen: Die Hohe ist hier gleich 3r! Also folgt erst mal: M = 77 - 3r = 37r?2. Dazu kommen noch
Grund- und Deckfliche, also Halbkreise, jeweils mit Flicheninhalt mr?/2, insgesamt mr?, und vier
Rechtecke: zwei davon mit Lange 3r und Hohe h, also Flicheninhalten 3rh, die anderen zwei mit Lange 2r
und Hohe h, also Flacheninhalten 2rh. Also gilt insgesamt:

A(r,h) = 32 + nur? + 2-3rh + 2-2rh = 10rh + 472 = 1000 | — 4mr?

=> 10rh = 1000 — 4nr? | : 10r =» h = % — 0,4ntr (rechts beide Summanden teilen!!!)

Das setzen wir nun ein: V(r) = 672 - (iﬂ — 0,4717‘) + 1,57r3  (Klammern setzen!)

2
= 89 _2anrd +15mrd  (Klammer ausmultiplizieren)

T
= 600r — 0,973 (kiirzen und zusammenfassen)
Hier ist nicht verlangt, die Definitionsmenge anzugeben. Sie ist ja auch direkt im Text eigentlich
angegeben: Der Radius soll mindestens 4 m, darf aber hochstens 8,5 m sein. Also ist Dy, = [4; 8,5].

1.5.0 Damit das Teichwasser keimfrei bleibt, soll eine Chlormischung zugésetzt
werden, die in zylinderférmigen Dosen aus Blech verkauft wird.
Der Hersteller dieser Dosen mochte pro Dose nicht mehr als 600 ¢cm?
Blech verbrauchen. Der Dosenradius soll dabei nicht kleiner als 1 cm und
nicht groRer als 9 cm sein.

4] 1.5.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf, welche das Dosenvolumen V(r) in

Abhangigkeit vom Dosenradius r angibt, wenn pro Dose inklusive Boden und Deckel genau
600 cm? Blech verwendet werden.

[mogliches Ergebnis: V(r)= —nr® +300r ]

Das ist praktisch dieselbe Aufgabe wie 2009-Al und 2013-All, nur mit anderen Zahlen!

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nir’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhidngigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die gesamte Oberfldche des Zylinders 600 sein. (Es ist ja die Rede davon, dass pro Dose 600
cm? Blech verwendet werden.) In der Formelsammlung steht die Mantelfliche eines Zylinders: M = 2nrh.
Dazu kommen noch Grund- und Deckfldche (siehe Aufgabentext: einschliefilich Boden und Deckel!), also
Kreise, jeweils mit Flicheninhalt nir®. Also gilt insgesamt: 2nrh + 272 = 600. Bevor wir irgendetwas

anderes machen: Teilen wir erst mal durch das storende © — und am besten auch noch durch 2! (Links

natiirlich beide Terme dadurch teilen!) Es bleibt: rh + 1% = % = %; sieht doch schon einfacher aus! Weiter:

rh = % — 12. Jetzt noch durch r teilen (und beriicksichtigen, dass rechts beide Terme geteilt werden

, 300
miissen!): h=—-—r.
mr
. . 300
Das setzen wir nun ein: V(h)=m -1 (F - r) (Klammern setzen!)

_ 3007 12

—— T r* (Klammer ausmultiplizieren)

=—nr’+ 300r (kiirzen und Reihenfolge umstellen)
(Ja, ich weif3, die meisten rechnen nicht gerne mit & und tippen das lieber in den Taschenrechner ein (oder
benutzen einfach gleich 3,14) — aber in der Aufgabe steht nichts von Runden! Und im Endergebnis soll ja



auch r stehen und nicht 3,14! Also rechnet man gefilligst auch in allen Zwischenschritten mit den exakten
Werten, nicht mit gerundeten, ldsst das m also immer stehen!)

Hier ist nicht verlangt, die Definitionsmenge anzugeben — sie steht aber ja schon praktisch direkt im
Aufgabentext! Der Dosenradius soll nicht kleiner als 1 cm und nicht groBer als 9 cm sein, also ist

Dy =[1;9].
Wegen der Formulierung ,,nicht kleiner als‘‘ und ,,nicht groBer als‘‘ miissen die Rénder hier mit dazu
genommen werden!

2023-Al/2

2.0 An einem Kustenabschnitt stranden immer wieder Delfine.
Diese werden in einer Auffangstation gesund gepflegt, bis sie Q
wieder in freier Natur Giberleben kdnnen. Um die Kapazitat der h
Auffangstation zu erhohen, soll ein zusatzliches Becken aus
Edelstah! angefertigt werden, welches die Form eines geraden
Kreiszylinders hat und nach oben offen ist.
Dazu steht ein begrenzter Vorrat an Edelstahlblechen zur Verfligung. Diese haben
modellhaft insgesamt eine Fliche von 180mm?. Aus Platzgriinden kann das Becken nur

einen maximalen Durchmesser von 20 m haben.

Die Funktion V:r|—>,V(r) beschreibt die MaRzahl des Volumens des Beckens in

Kubikmetern in Abhdngigkeit vom Radius r in Metern.
Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren von Einheiten verzichtet werden. Runden
Sie lhre Ergebnisse gegebenenfalls auf eine Nachkommastelle.

5| 2.1 Stellen Sie eine Gleichung der Funktion V auf. Begriinden Sie, dass fir die mathematisch
maximale Definitionsmenge der Funktion V gilt: D,, =]0;10]

1
[ Mégliches Ergebnis: V(r)= =5 3 +907r |

Diese Aufgabe ist sehr dhnlich zu 2009-Al, 2013-All und T2023-Al.

Losung:

Fiir das Volumen eines Zylinders gilt allgemein: V = nr’h.

Das Volumen soll (nur) in Abhéangigkeit von r angegeben werden; h miissen wir also noch bestimmen. Laut
Aufgabe soll die gesamte Oberflaiche des Beckens 1807 sein. (Es ist ja die Rede davon, dass man einen
Vorrat von 180m m? an Blechen hat.) In der Formelsammlung steht die Mantelfliche eines Zylinders: M =
2nrh. Dazu kommen noch die Grundflache (siehe Aufgabentext: das Becken soll oben natiirlich offen sein,
hat aber ebenso natiirlich einen Boden!), also ein Kreis — der hat den Flicheninhalt . Also gilt insgesamt:
2nrh + 2 = 1807, Bevor wir irgendetwas anderes machen: Teilen wir erst mal durch das storende nt! (Links
natiirlich beide Terme dadurch teilen!) Es bleibt: 2rh + r* = 180; sieht doch schon einfacher aus! Weiter:

2rh = 180 — 2. Jetzt noch durch 2r teilen (und beriicksichtigen, dass rechts beide Terme geteilt werden
miissen!): h = 2L
r 2
Das setzen wir nun ein: V(h)=m-1?- (9T_o - g) (Klammern setzen!)
2 3
=0T _ % (Klammer ausmultiplizieren)

"
=— %nr3 + 90ntr  (kiirzen und Reihenfolge umstellen)

(Ja, ich weif3, die meisten rechnen nicht gerne mit w und tippen das lieber in den Taschenrechner ein (oder
benutzen einfach gleich 3,14) — aber in der Aufgabe steht nichts von Runden — erst bei den Endergebnissen!
Und im Ergebnis fiir die Funktion soll ja auch 7 stehen und nicht 3,14! Also rechnet man gefdlligst auch
in allen Zwischenschritten mit den exakten Werten, nicht mit gerundeten, ldsst das m also immer stehen!)



Die Definitionsmenge steht schon da, man muss sie nur noch begriinden. Dass der Radius positiv sein muss,
sollte klar sein, also gilt r > 0. AuBerdem steht im Text noch, dass der Durchmesser maximal 20 m sein
kann. Der Radius ist bekanntlich die Hilfte des Durchmessers, also kann der Radius hochstens 10 m sein.
Damit hat man, wie behauptet, Dy =]0; 10]. (Der Wert 0 muss hier fiir r ausgeschlossen werden, weil man
bei der Berechnung von h ja durch r teilt; der Wert 10 sollte eingeschlossen werden wegen der
Formulierung ,,maximal ** im Aufgabentext.)



6. Punkt auf Graph

Dies wurde in den folgenden Priifungen gefragt:

Nachtermin 2001/2, Nachtermin 2002/3, 2003-Al/3, 2004-Al/2, 2007-All/4, 2011-AlIl/5, Nachtermin
2013/3, 2014-All/4, 2015-A1/3, 2015-Al1l/4, 2018-All/4, T2021-Al, T2024-All

Hier ist praktisch immer ein Flicheninhalt gefragt (Volumen bisher nur in 2015-All). Wieder sucht man
sich zunéchst (eine) passende Formel(n) fiir den gesuchten Flacheninhalt aus der Formelsammlung heraus.
Eine Seitenldnge der Figur kann man meist direkt aus der Skizze ablesen; die andere notige Seitenldnge
hiangt im Allgemeinen von der y-Koordinate des Punktes ab, der auf dem Graph liegen soll. Vorsicht: Man
muss immer darauf achten, welche Lingen fest sind (bei diesen kann der Zahlenwert direkt abgelesen
werden) und welche von der Variablen abhidngen!

Wenn der Funktionsterm vorgegeben ist, dann setzt man die x-Koordinate des Punkts einfach ein und hat
damit die bendtigte y-Koordinate (die man dann wiederum in die Formel fiir den Flacheninhalt einsetzt).
Manchmal muss man den Funktionsterm aber auch erst bestimmen — in den Priifungsaufgaben 2004-Al/2
und 2007-All/4 musste man z. B. erst mal die Gleichung der Geraden aufstellen, auf welcher der Punkt
liegen soll. (Beide Aufgaben hitte man librigens stattdessen auch mit dem Strahlensatz 16sen konnen!)

Sollen mehrere Punkte auf verschiedenen Graphen liegen, so braucht man im Allgemeinen die Differenz
ithrer y-Koordinaten.

Nachtermin 2001 (leicht gehobener Anspruch wegen Trapezformel)
2 Unten stehende Abbildung zeigt den Querschnitt eines ,,auf dem Kopf stehenden* Schiffsrumpfes. Er
soll durch ein Trapez aus Balken stabilisiert werden. Der genannte Querschnitt wird durch den

Graphen der Funktion h mit h(x) =—0,25x*>+ 1; Dn=[-2;2] sehr gut beschrieben.

A

y

Vx

B
&
Y

y \

Berechnen Sie die Abszisse u€ ] 0; 2[ des Punktes P(u; h(u)) so, dass der Flacheninhalt des Trapezes
sein absolutes Maximum annimmt. (9 BE)

3

1
(Mogliches Zwischenergebnis fiir den Fldcheninhalt des Trapezes: A(u) = — Zu _Euz +u+2)

Losung (fiir den ersten Teil der Aufgabe):
a+c

Der Flacheninhalt eines Trapezes kann mit der Formel A = -h berechnet werden, wobei a und c die

Langen der beiden parallelen Seiten sind und h der Abstand dieser beiden Seiten ist. Aus der Zeichnung
kann man entnehmen, dass die untere (lingere) Seite die Lange 4 hat (unabhingig von u!). Die obere Seite
erstreckt sich rechts bis zum Punkt P mit x-Wert u, links offensichtlich genauso weit. (Kann man auch



begriinden: das Trapez ist ja in die Parabel einbeschrieben, und am Funktionsterm von h kann man ablesen,
dass diese Parabel symmetrisch zur y-Achse liegt.) Die obere (kiirzere) Seite hat also die Lange 2u. Die
Hohe geht von der x-Achse senkrecht bis zum Punkt P hinauf, also ist die Hohe die Differenz der beiden
y-Werte: h = yp — 0. In der Zeichnung steht aber schon, dass P die Koordinaten (u | h(u) ) hat, das heif3t es
ist:
h=yp=nh(u)=-025u>+1

( h(u) bedeutet einfach, dass man in den Funktionsterm {iberall, wo ein x steht, ein u einsetzt!)
Das setzen wir nun alles in die Fldcheninhalts-Formel oben ein:

4 +2u

Au) = <(-0,25u” +1) (Klammern setzen!)
=202+ (=0,25u> +1) (im Zdihler des Bruchs 2 ausklammern, damit man kiirzen kann)
=2+u)(-025u%+1) (den Bruch kiirzen; alternativ: 4+2u %+ 27u =2+u)
=-0,50*+2-0250+u  (Klammern ausmultiplizieren)
= - %u3 - %uz +u+2 (Reihenfolge umstellen und Dezimalzahlen als Briiche schreiben)

Uber die Definitionsmenge braucht man sich hier keine Gedanken zu machen — in der Aufgabe steht ja
schonu € ]0; 2.

Nachtermin 2002

2.0 Fir die folgenden Teilaufgaben wird die Funktion f ; (also k=—3) mit
f _ 1 3 2
3(x)= _§X —2X“ —3X betrachtet.

3.0 Die Gerade mit der Gleichung x = a mit —3 < a < 0 schneidet die x-Achse im Punkt P und den
Graphen Gf_3 im Punkt Q. Zusammen mit dem Koordinatenursprung O wird das Dreieck POQ
gebildet.

3.1 Zeichnen Sie fiir den Sonderfall @ =—2 das Dreieck POQ in das vorhandene Koordinatensystem
ein. Berechnen Sie die Mallzahl des Flacheninhalts A des Dreiecks POQ in Abhingigkeit von a.

(4 BE)
(Mégliches Teilergebnis: A(a) = éa4 +a’+ 1,5a2)

Losung (zu 3.1):
Graph und Dreieck sehen so aus (aus der Musterlosung kopiert):

b f(x) |

L 3 I | | = 1 2 i \

Der Flicheninhalt eines Dreiecks ist allgemein A = %gh, wobei g die Grundseite ist und h die Hohe (die

auf der Grundseite senkrecht steht und durch den gegeniiberliegenden Punkt verlauft).



Hier bietet es sich an, die untere Seite als Grundseite zu nehmen (Welcher der Dreiecksseiten man als
Grundsseite nimmt, ist wurscht — meist nimmt man die untere, aber jede andere normalerweise geht auch!),

also g= PO. Da beide Punkte auf der x-Achse liegen, ist also g = xo —xp = 0 —a =—a (Vorsicht: Nur in der
Zeichnung hier ist xp = -2, im Allgemeinen hingt der x-Wert des Punktes P von a ab!). Die Hohe geht von
der x-Achse senkrecht zum Punkt Q, also ist h =yq — 0. Da Q auf dem Graph liegt und die x-Koordinate a

hat, ist h = yq = f3(a) = —%cf —2a* -3a  (Einfach iiberall, wo ein x im Funktionsterm steht, das a

einsetzen! Vorsicht: Wieder gilt, dass der y-Wert zwar in der Zeichnung etwa 0,7 ist, aber allgemein von a
abhéngt!).
Das setzen wir alles oben in die Flicheninhaltsformel ein:

Aa) = % (—a) - (—%a3 —2a*-3a) (Klammern setzen!)

1 e .
= “ a*+a’+1,5a% (Klammern ausmultiplizieren, dabei etwas Bruchrechnen anwenden)

Uber die Definitionsmenge braucht man sich hier kaum Gedanken zu machen — in der Aufgabe steht ja
schon -3 <a <0, also ist Da = ]-3; 0.

2003-Al A
3.0 Die schraffierte Fliache in der nebenstehenden Skizze stellt y
den Rest einer ldngs eines Parabelstiicks G, zersprungenen 6
ehemals rechteckigen Glasplatte dar. Der zu diesem G
Parabelstiick gehorende Funktionsterm lautet: ST y
g(x)=x> + §mith= 0; 19 . 41
3 3 .

Aus dem Rest der Glasplatte soll eine achsen-parallele
Scheibe (punktiert) so geschnitten werden, dass der Punkt >
P(a; g(a)) auf Gg liegt.

3.1 Stellen Sie die Mallzahl A(a) der ,,neuen* Rechtecksflache in 14
Abhingigkeit von der Abszisse a des Punktes P dar.
Geben Sie auch eine sinnvolle Definitionsmenge Da an.
(Lage von P sieche Skizze!)

| R

8
(Mogliches Teilergebnis: A(a) = —a’ +3a% - ga +8)

Losung:

Der Flicheninhalt eines Rechtecks ist allgemein Lénge mal Breite; welche Seite man wie nennt, ist dabei
wurscht. Nehmen wir in dieser Aufgabe mal die Seite auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel
zur y-Achse als Linge ¢ (Vorsicht: Man sollte keine der beiden Seiten a nennen, weil a hier schon eine
andere Bedeutung hat!) Die Breite geht auf der x-Achse von a bis 3, also ist b =3 — a. Die Lénge geht von
der x-Achse senkrecht zum Punkt P, also ist ¢ =yp— 0. Da P auf dem Graph liegt und die x-Koordinate a

hat, ist ¢ = yp = g(a) = a° +§ (Einfach tiberall, wo ein x im Funktionsterm steht, das a einsetzen!)

Vorsicht: Der y-Wert von P ist in der Zeichnung zwar etwa 3, aber allgemein hidngt er von a ab!)
Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel ein:

A(a)=(3-a)- (a’+ %) (Klammern setzen!)

=3a’+ 3-% —a’— %a (Klammern ausmultiplizieren)

=—a’+3a’ - g a+8 (Reihenfolge umstellen, etwas Bruchrechnen anwenden)



Die Definitionsmenge steht praktisch schon dran: P soll ja auf dem Graph von g liegen, also kann a nur die
x-Werte annehmen, die zum Graph von g gehoren, das heifit, es muss a € Dg gelten. Damit ist Da = Dy =

10
{0; ; }?} . (Anmerkung: Dies ist die einzige mir bekannte Extremwert-Priifungsaufgabe, bei welcher das
absolute Maximum tatsdchlich mal am Rand der Definitionsmenge liegt!)

2004-A1  (Vorsicht — gehobener Anspruch!)

2.0 Aus einem flinfeckigen Brett soll ein rechteckiges Stiick herausgesidgt werden (siehe Skizze
unten). Dabei soll der Punkt P auf der Strecke [CD] liegen.

2.1 Stellen Sie die Flachenmaf3zahl A(a) des Rechtecks in Abhingigkeit von der Streckenldnge a dar

und geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge D o der Funktion A an.

(Mogliches Teilergebnis: A(a) = —%(32 —2a—-380)) (6 BE)
y
< 6 >
D(6;6)
10-ayy,)
(10;4)
G
<
5 Y
) 10 s 2

Losung:

Der Flacheninhalt eines Rechtecks ist allgemein Linge mal Breite. Nehmen wir die Seite auf der x-Achse
als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse als Linge ¢ (Vorsicht: Man sollte keine der beiden Seiten
a nennen, weil a hier schon eine andere Bedeutung hat!) Das fiinfeckige Brett hat die Breite 10, rechts vom
Rechteck wird aber ein Streifen der Breite abgeségt, also ist b =10 — a. Die Lange geht von der x-Achse
senkrecht zum Punkt P, also ist ¢/ = yp — 0 = yp. Laut Aufgabe soll P auf der Strecke [CD] liegen; von
dieser Strecke hat man aber die Gleichung leider nicht gegeben!

Also ein wenig Grundwissen heraussuchen: Wie stellt man die Gleichung einer Strecke (bzw. Gerade) auf,

von der man zwei Punkt kennt? (1) Man berechnet zunéchst die Steigung: m = Yo Je _ % =-0,5.

Xp —Xc -
(Welcher der beiden Punkte zuerst kommt, ist wurscht — wichtig ist nur, dass die Differenz der y-
Koordinaten oben steht und die der x-Koordinate unten! Und dass die Koordinaten von Punkt D und von
Punkt C jeweils libereinander stehen — die Reihenfolge oben und unten nicht unterschiedlich machen!) (2)
Man schreibt sich die Gleichung der Geraden hin, zunidchst noch mit unbekanntem y-Achsenabschnit: y =
—0,5x +t (Wie man den y-Achsenabschnitt nennt, ist ziemlich wurscht — iiblich sind t, b, ¢, n und anderes.)
(3) Man setzt einen der beiden Punkte ein (welchen, ist wurscht — nehmen wir mal D) und berechnet damit
den Wert des y-Achsenabschnitts: 6 =—0,5-6 +t =» t = 9. Also ist die Gleichung der Geraden durch CD: y
=-0,5x + 9.

Weiter — nun kdnnen wir den x-Wert von P einsetzen, um damit seinen y-Wert auszurechnen:
¢ =yp=-0,5(10-a)+9=-5+0,5a+9=0,5a+4



(Vorsicht: Die y-Koordinate von P ist 10 — a, nicht a! Steht in der Zeichnung — also einfach ablesen, wenn
man nicht selbst darauf kommt! Wieder mal gilt: In der Zeichnung hat xp etwa den Wert 8 und yp etwa den
Wert 5 — im Allgemeinen hingt das aber von a ab!)

Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel ein:
A(a)=(10-2a)-(0,5a+4) (Klammern setzen!)
= 5a+40-0,5a-4a  (Klammern ausmultiplizieren)

= - % a’+a+40 (Reihenfolge umstellen, zusammen fassen, die 0,5 als Bruch schreiben)

= - % (a2 —2a—80)  (ausklammern; auf VZ achten!)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass P auf der Strecke [CD] liegen soll. Aus der Zeichnung
kann man ablesen, dass dies nur fiir a-Werte zwischen 0 und 4 der Fall ist. Also ist Da = [0; 4] (die beiden
Werte sollte man hier einschlielen, weil ja auch P = C oder P = D sein konnte).

Alternativ konnte man auch so argumentieren: Die Strecke [CD] wird durch die Gleichung y = -0,5x + 9
beschrieben (siehe oben), wobei x zwischen 6 und 10 liegen muss. Da P den x-Wert 10 — a hat, muss also
gelten: 6 < 10 —a < 10. Lost man diese beiden Ungleichungen, so erhédlt man 0 < a < 4 und damit
wieder dieselbe Definitionsmenge.

2007-All  (wieder: gehobener Anspruch! sogar noch ein wenig schwieriger als die vorherige...)

4.0 In einen dreieckigen Dachgiebel soll symmetrisch zur Mittelachse (y-Achse) ein rechteckiges
Fenster eingebaut werden. Das Fenster soll auf einem Sims der Hohe 1 LE aufsitzen (siehe Skizze):

¥
3

1LE %

4.1 Stellen Sie den Flacheninhalt A(a) des Fensters in Abhéngigkeit von a (siehe Skizze) dar und
geben Sie eine sinnvolle Definitionsmenge der Funktion A an. [Mogliches Teilergebnis:

A(a)=10a—1,5a%] (7 BE)

Losung:

Der Flacheninhalt eines Rechtecks ist allgemein Linge mal Breite. Nehmen wir die Seite parallel zur x-
Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse (also die Hohe des Fensters) als Lange ¢ (Vorsicht:
Man sollte keine der beiden Seiten a nennen, weil a hier schon eine andere Bedeutung hat!). Das Fenster
erstreckt sich laut Zeichnung rechts bis a. Laut Aufgabe ist es symmetrisch zur y-Achse, also geht es links
bis —a. Damit ist b = 2a. Die Liange geht vom y-Wert 1 (Sims!) senkrecht hinauf bis zur Schrige; nennen
wir den Punkt rechts oben P, dann ist also ¢ =yp — 1. Laut Aufgabe soll P liegt auf der schrigen Strecke;
von dieser Strecke hat man aber die Gleichung leider nicht gegeben!



Die Gleichung dieser Strecke (bzw. Geraden) aufzustellen, geht dhnlich wie in 2004-Al/2 — nur einfacher.
0-6
8-0
=-0,75. (Welcher der beiden Punkte zuerst kommt, ist wieder wurscht — wichtig ist nur, dass die Differenz
der y-Koordinaten oben steht und die der x-Koordinate unten! Und dass die Koordinaten der Punkte jeweils
iibereinander stehen — die Reihenfolge oben und unten nicht unterschiedlich machen!) Also ist die
Gleichung der Geraden, auf der P liegt: y =—0,75x + 6.

Den y-Achsenabschnitt kann man hier sofort ablesen: 6. Die Steigung berechnet man wie oben: m =

Weiter — nun kdnnen wir den x-Wert von P einsetzen, um damit seinen y-Wert auszurechnen:
¢t =yp—1=(-0,75a+6)-1=-0,75a+5 (die Klammern hier sind nicht nétig, machen es aber
tibersichtlicher)
(Wieder mal gilt: In der Zeichnung hat xp etwa den Wert 3 und yp etwa den Wert 3,8 — im Allgemeinen
hiangt das aber von a ab!)
Das setzen wir alles in die Fldcheninhaltsformel ein:
A(a)=2a-(-0,75a+5) (Klammern setzen!)
= —1,5a>+ 10a (Klammern ausmultiplizieren)
=10a—1,5a% (Reihenfolge umstellen)

Fiir die Definitionsmenge muss man beachten, dass der Punkt rechts oben auf der schrigen Strecke liegen
soll —und auch, dass der y-Wert groBBer als 1 sein muss bzw. die Liange (Hohe) des Fensters grofer als 0!
Aus der Zeichnung kann man ablesen, dass a grofer als 0 sein muss; den zweiten Wert kann man nicht so

einfach ablesen. Aber man kann ihn ausrechnen:
20

¢ >0=>-075a+5>0=>»-0,75a>-5=>a< £
Also ist Da=]0; 2[.
Vorsicht: (1) Man teilt hier durch eine negative Zahl, also dreht sich die Richtung der Ungleichung um. (2)

Nicht runden! Auch wenn der Taschenrechner hier 6,66666666 oder so anzeigt — man schreibt nicht 6,67
hin (oder gar 6,66), sondern gefilligst das exakte Ergebnis, also den Bruch oder meinetwegen auch die

periodische Kommazahl 6,6!

2011-All  (recht einfache Aufgabe)

5.0 Der Gepidckraum eines Flugzeuges kann

y
im Querschnitt mithilfe der Funktion IE,E‘E]TE]E

p:x>0,5x%% —3,125 beschrieben werden.

Das Gepéck soll dabei in Containern mit
rechteckiger Querschnittsfliche unterge-

bracht werden (vgl. Abbildung).

Die Léangeneinheit ist Meter und kann bei den Berechnungen weggelassen wer-

den.

Dl Stellen Sie eine Gleichung fiir die Querschnittsfliche A(x) der Container in
Abhingigkeit von x auf und bestimmen Sie eine im Sachzusammenhang sinn-
volle Definitionsmenge. (4 BE)

[Teilergebnis: A(x)=-x’+6,25x]

Losung:

Nehmen wir wieder die Seite des Rechtecks auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse
als Lange ¢ . Der Container hat laut Zeichnung rechts die Breite x. Da er symmetrisch zur y-Achse ist
(siecht man daran, dass die Parabel G, symmetrisch zur y-Achse ist, was man wiederum an ihrem
Funktionsterm p(x) sieht), geht er links bis —x. Damit ist b = 2x. Die Lénge geht von der x-Achse senkrecht
nach unten bis zur Parabel; nennen wir den Punkt unten rechts P, ist also ¢ =0 —yp =—yp. (Vorsicht: Oben



minus unten, der groere Wert minus den kleineren Wert! Also nicht ¢ = yp — 0! Dann wire die Lénge
nimlich negativ...) Da P auf dem Graph liegt, ist ¢ = —yp = —p(x) = —0,5x> + 3,125 (Vorsicht: Beide VZ
umdrehen!).

Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel ein:
A(a) = 2x - (-0,5x*> + 3,125) (Klammern setzen!)
=-x>+ 6,25x (Klammern ausmultiplizieren)

Die Definitionsmenge bekommt man wieder recht einfach heraus. Offensichtlich muss x > 0 gelten.
Andererseits kann der rechte untere Punkt nicht weiter rechts als der rechte Schnittpunkt der Parabel mit
der x-Achse liegen. Diesen kann man schnell ausrechnen: 0,5x* — 3,125 =0 = 0,5x> = 3,125 = x> = 6,25
= x; = 2,5 (die zweite Losung x2 = —2,5 interessiert uns hier nicht). Also muss x < 2,5 gelten, und damit

ist Da =]0; 2,5][.

3.0 Nebenstehende Zeichnung zeigt Teile der by G
Graphen G, und G, der Funktionen q und r, -

1 2 D /|C
gegeben durch q:x - EX +2 und fudiios 4

: I .5 5 4 :
r.xl—)zx —ZX +2mit D, =D, = IR.

Die Gerade x =a mit 0 <a <5 schneidet G >‘ Gy
im Punkt C und G, im Punkt B mit Vi Y. A = ; ;

Die Schnittpunkte der Parallelen zur x-Achse
durch die Punkte B und C mit der y-Achse =~ 0 2
sind die Punkte A und D (siehe Zeichnung).

¥ <

3 Berechnen Sie die MaBzahl A(a) des Flicheninhalts des Rechtecks ABCD in
Abhéngigkeit von a. (3 BE)
[Mogliches Ergebnis: A(a) = —£a4 + §a3]

Losung: 4

Nehmen wir wieder die Seite des Rechtecks auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse
als Lange ¢ . Die Breite geht von A (bzw. D) auf der x-Achse bis zu B (bzw. C) auf der Geraden mit der
Gleichung x = a, also ist b =xp — xa = Xc — Xp = a— 0 = a. Die Lénge geht von A (bzw. B) senkrecht nach
oben bis zu D (bzw. C), also ist / = yp — ya = yc — yB. (Vorsicht: Oben minus unten, der groBere Wert
minus der kleinere Wert! Also nicht ¢ = yg — yc! Dann wire die Lange ndmlich negativ... In der Aufgabe

steht ja yc > yg!) Der Punkt B liegt auf Gr und hat die x-Koordinate a, also ist ys = r(a) =% a’— %az +2;

der Punkt C liegt auf Gq und hat die x-Koordinate a, also ist yc = q(a) =% a’ + 2. (Die Punkte A und D

liegen im Allgemeinen nicht auf den Graphen, also kann man deren y-Koordinaten nicht direkt angeben —
hochstens, dass sie eben mit yg bzw. yc iibereinstimmen.) Damitist ¢ =yc—ys=q(a) —r(a) = (% a’+2)

1 5,

3, 1 15,5,
4

—(la3——a +2)=la2+2——a3+3a2—2=
45 3 2 4

(Die Klammern hinten sind nétig, die vorne sind nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt worden.)



Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel ein:
A(a)=a- (—% a’+ %az) (Klammern setzen!)

= —% 4+ %a3 (Klammern ausmultiplizieren)

Die Definitionsmenge steht im Prinzip schon dran: In der Aufgabe steht 0 < a < 5, also ist Da = ]0;5].

2014-All

4.0 Die Graphen der reellen Funktionen p und q Y

mit p(x)=-x"+4 und q(x):;x"—E und

mit Dp: Dq =|-2:2] bilden die nebenste-
hend abgebildete Fliche. Darin einbeschrie-
ben ist das Rechteck ABCD. dessen Eck-

punkte auf den Graphen der Funktionen D

und q liegen.

4.1 Bestimmen Sie die Mafizahl A(a) der Fiiche des Rechtecks in Abhidngigkeit
von a und geben Sie eine sinnvolle maximale Definitionsmenge D, an. (4 BE)

[Mégliches Teilergebnis: A(a)=-3a’+12a]
Losung:

Zunichst mal sollte man sich klar machen, dass p eine nach unten gedffnete Parabel beschreibt und q eine
nach oben geoffnete. In der Skizze gehdrt der obere Graph also zu p, der untere zu q.

Nehmen wir wieder die Seite des Rechtecks auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse
als Lange ¢ . Da das Rechteck symmetrisch zur y-Achse liegt (was daraus folgt, dass die beiden gegebenen
Funktionen p und q beide gerade sind), kann man die Breite direkt ablesen: b = 2a. Die Lénge geht von A
(bzw. B) senkrecht nach oben bis zu D (bzw. C), also ist ¢/ = yp — ya = yc — yB. (Vorsicht: Oben minus
unten, der groBere Wert minus der kleinere Wert! Also nicht ¢ =y — yc! Dann wire die Lange ndmlich
negativ!) Der Punkt C liegt auf G, und hat die x-Koordinate a, also ist yc = p(a) = —a’ + 4; der Punkt B liegt

auf Gq und hat die x-Koordinate a, also ist yg = q(a) =% a’? —2. (Die Punkte A und D kénnte man stattdessen

auch verwenden,; fiir diese ist dann eben der x-Wert jeweils —a. Das Endergebnis ist dasselbe, wenn man

beachtet, dass ja (—a)? = a® ist.) Damitist ¢ =yc —ys=p(a) — q(a) = (— a’ + 4) — (% a?-2)=-a’+4 —%

2+2=—22+6
2
(Die Klammern hinten sind nétig, die vorne sind nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt worden.)
Das setzen wir alles in die Fldcheninhaltsformel A =b- ¢ ein:
A(a)=2a- (—% a’+6.) (Klammern setzen!)

=-3a’+12a (Klammern ausmultiplizieren, Bruch vorne kiirzen!)

Die Definitionsmenge kann man direkt aus der Skizze ablesen: Offensichtlich kann a hochstens gleich 2
sein. Aullerdem muss a groBer als 0 sein (Lange!). Also ist 0 < a < 2 (ob man die 2 mit dazu nimmt oder
nicht, ist Geschmackssache) und damit Da = ]0;2][.



3.0  Auf einem Campingplatz mochte der
Pichter in einem Zelt ein Kino einrichten. 4 y
Als Projektionsfliche dient eine Seiten- Gp S(0}8)

wand, welche durch die Parabel Gp und

der x-Achse begrenzt wird. Am Boden hat

das Zelt eine Spannweite von 20 m. Bei ! X
den folgenden Rechnungen wird auf Ein- ' -
heiten verzichtet. =8

3.1 Bestimmen Sie den Funktionsterm p(x) der Parabel G,,. (3 BE)

[Mogliches Ergebnis: p(x) =-0,08x 4 8]
3.3.0 Ein Filmverleih rit dem Pichter zu einer Leinwand bei einer Unterkante in 3 m
Hohe (siehe Skizze 3.0).

3.3.1 Stellen Sie die Mabzahl A(u) des Flicheninhalts der Leinwand auf und
bestimmen Sie eine sinnvolle Definitionsmenge D, der Funktion
A:u A(u). (7 BE)
[Mogliches Teilergebnis: A(u)=-0, 16u” +10u]

Losung:

Nehmen wir wieder die Seite des Rechtecks auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-Achse
als Lidnge ¢ . Da das Rechteck symmetrisch zur y-Achse liegt (was daraus folgt, dass die Parabel
symmetrisch zur y-Achse ist, weil ihr Scheitelpunkt auf der y-Achse liegt), kann man die Breite direkt
ablesen: b = 2u. Die Lénge geht von 3 m iiber dem Boden (sieche Aufgabentext!) senkrecht nach oben bis
zu einem Punkt auf der Parabel, nennen wir ihn P; also ist ¢ =y, — 3. (Vorsicht: Oben minus unten, der
groBBere Wert minus den kleineren Wert!) Der Punkt P liegt auf G, und hat die x-Koordinate u, also ist yp
= p(u) = —0,08u® + 8§ (alternativ kénnte man auch den linken Rand der Leinwand verwenden; dann wire x
= —u. Das Endergebnis ist dasselbe, wenn man beachtet, dass ja (—u)?> = u? ist.) Damitist / =y, —3 = p(u)
—3=(-0,08u%>+ 8) — 3 =—0,08u” + 5.

(Die Klammern vorne sind nicht unbedingt nétig, nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt worden.)

Das setzen wir alles in die Flicheninhaltsformel A =b- ¢ ein:
A(a) =2u- (-0,08u*> + 5.) (Klammern setzen!)
=-0,16u’ + 10u (Klammern ausmultiplizieren)

Die Definitionsmenge kann man direkt aus der Skizze ablesen: Da die Spannweite des Zelts unten gleich
20 m sein soll (siche Aufgabentext), kann u hochstens gleich 10 sein. AuBerdem muss u groBer als 0 sein
(Lénge!). Also ist 0 <u < 10 (ob man die 10 mit dazu nimmt oder nicht, ist Geschmackssache) und damit
Da =1]0;10].



2015-All

40  Das Dreieck ABC VT
in nebenstehender !
Abbildung rotiert 907
um die y-Achse,
und dabei entsteht
ein Kegel.

Der Punkt A ist —"A'I
der Urspung des

A J

Koordinatensystems und der Punkt B liegt im I. Quadranten auf der Parabel
Gq mit q(x)z—x2+8x und x € IR.

4.1 Stellen Sie eine Gleichung V(r) fiir das Volumen des Kegels auf, wobei
r = BC der Radius des Kegels ist. (3 BE)

[ Mogliches Ergebnis: V(r)= —%mA ¥ % ]

4.2 Ermitteln Sie die maximale sinnvolle Definitionsmenge D,, der Funktion

Vir V(r). (3 BE)
Losung:
Das Volumen eines Kegels ist V = %m‘zh, siche Merkhilfe. Der Radius r ist in der linken Skizze in 4.0
dabei gleich der Linge der Strecke CB, die Hohe h ist gleich der Linge der Strecke AB. Weil C auf der y-
Achse liegt, ist deshalb r gleich dem x-Wert des Punktes B, r = xg, und weil A der Ursprung ist, ist h gleich

dem y-Wert des Punktes B, h = yg. AuBBerdem soll B auf Gq liegen; deshalb ist yg = q(xs), also h =q(r) =
—12 + 8r. Setzen wir dies alles in die Volumenformel ein:

V(r) = %TL’ 12 (—=r?2+8r)  (Klammern setzen!)
= — §7TT'4 + gnr3 (Klammer ausmultiplizieren)

Offensichtlich muss r > 0 sein (Ldnge!). AuBBerdem ist noch gegeben, dass B im 1. Quadranten liegen soll
und auf Gq. B kann also nicht weiter rechts liegen als die rechte Nullstelle der Parabel Gg. Diese Nullstelle
kann man mittels Ausklammern schnell ausrechnen: q(x) =0 =» x>+ 8x=0=> x (x—8)=0=> x; =0;
x2 = 8. Damit folgt: r < &, also ist Dy = ]0;8[. (Ob man die 0 und die 8 noch mit dazu nimmt, ist
Geschmackssache.)



2018-All

4.0 Auf der AuBenwand eines neuen Hallenbades soll dessen Logo, eine Welle, abgebildet
werden. Der Architekt mbchie ein groBes Fenster in Form eines rechtwinkligen Dreiecks

(siehe Skizze APQR) innerhalb der Welle anbringen.
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Das Fenster soll am Punkt P(2|0) beginnen. Seine Breite |ﬁ1 soll mindestens 5 m und

hochstens 10 m betragen. Der Punkt R soll auf der oberen Begrenzungslinie (Graph G,,)

der Welle liegen, welche durch die Funktion w:x - —0,01x° +0,15x° beschrieben wird.

Bei Berechnungen kann auf Einheiten verzichiet werden.

4.1 Zeigen Sie, dass die MaBzahl A der Flache des Fensters abhangig von der x-Koordinate
des Punktes Q durch die Funktionsgleichung A(x)=0.005 (-x* +17x®-30x?) beschrieben
wird, und geben Sie flr die Funktion A einen Definitionsbereich D, an, der den Vorgaben

von 4.0 entspricht. (5 BE)
Losung:

Der Fliacheninhalt eines Dreiecks ist allgemein A = %gh, wobei g die Grundseite ist und h die Hohe (die

auf der Grundseite senkrecht steht und durch den gegeniiberliegenden Punkt verlduft).

Hier bietet es sich an, die untere Seite als Grundseite zu nehmen (Welcher der Dreiecksseiten man als
Grundseite nimmt, ist wurscht — meist nimmt man die untere, aber jede andere normalerweise geht auch!),
also g = |PQ|. Da beide Punkte auf der x-Achse liegen, ist also g = xq — xp = x — 2 (Vorsicht: Nur in der
Zeichnung hier ist xq = 8,3, im Allgemeinen kann der Wert beliebig sein!). Die Hohe geht von der x-Achse
senkrecht zum Punkt R, also ist h = yr — 0. Da R auf dem Graph liegt und dieselbe x-Koordinate wie Q hat,
isth=yr=w(x)=—0,01x3 + 0,15x2. (Vorsicht: Wieder gilt, dass der y-Wert zwar in der Zeichnung etwa
5,7 ist, aber allgemein eben von x abhingt!)

Das setzen wir alles oben in die Flicheninhaltsformel ein:

A(a) = %(x ~2)-(—0,01x3 + 0,15x2) (Klammern setzen!)

= % (—0,01x* + 0,17x3 — 0,3x2) (Klammern ausmultiplizieren)
=0,005(—x* + 17x3 — 30x?) (Faktor 0,01 ausklammern)

Bei der Definitionsmenge muss man sich iiberlegen, was der x-Wert des Punktes Q sein darf. In der Aufgabe

steht, dass die Breite |PQ| mindestens 5 m und héchstens 10 m sein soll. Da die x-Koordinate von P gleich
2 ist, folgt, dass die x-Koordinate von Q mindestens 7 und hochstens 12 ist. Also ist Da =[7;12].



T2021-Al

1.0 Ein Architekt plant in eine dreieckige Grundsticksflache eine rechteckige Flache BCDE zur
Bebauung. Die Grundstiicksflache wird von der y-Achse und den Graphen Gg und Gg

zweier linearer Funktionen g und s mit der gemeinsamen Definitionsmenge
Dg=DS=[O;60] begrenzt. Die Funktionsgleichung von s lautet s(x)=0,5-x. Die

Eckpunkte B und E sollen dabei dieselbe Abszisse haben (siehe nachfolgende Abbildung).
Der Abstand von der rechten Grundstiicksecke R zur Strecke BE wird mit a bezeichnet.
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Die Koordinaten der angegebenen Punkte stellen Langenangaben mit der Einheit Meter
dar. Bei den Berechnungen kann auf das Mitfiihren der Einheiten verzichtet werden.

2| 1.1 Ermitteln Sie mithilfe der Zeichnung aus 1.0 die Gleichung der Funktion g. Hierzu konnen
der Zeichnung ganzzahlige Werte entnommen werden.

5| 1.2 Bestimmen Sie die MaRzahl A(a) des Flacheninhalts der Bebauungsflache in Abhangigkeit
des Abstands a.

3

2
[Mt‘)gliches Ergebnis: A(a)=40a- —az}

Losung:

1.1 Geradengleichungen sollte man nun wirklich aufstellen kénnen... Den Achsenabschnitt kann man
sofort ablesen, und die Steigung erhélt man z. B. aus einem Steigungsdreieck. Ergebnis: g(x) = — %x+40
1.2 Nehmen wir die Seite des Rechtecks parallel zur x-Achse als Lange ¢ und die Seite parallel zur y-
Achse als Breite b. Die Lange kann man eigentlich direkt ablesen: ¢ = 60 — a. Die Breite geht vom Punkt
E senkrecht nach oben bis zum Punkt B, also ist b = yg — ye. (Vorsicht: Oben minus unten, der grofere
Wert minus der kleinere Wert! Also nicht ¢ = yg — yg! Dann wire die Lidnge ndmlich negativ!) Der Punkt
B liegt auf G und hat die x-Koordinate 60 — a (Vorsicht: nicht etwa a!), also ist yg = g(60 — a) =

- % (60 —a) + 40 (Klammern setzen!) = —10 + %a +40 = %a + 30; E liegt auf Gs und hat ebenfalls
die x-Koordinate 60 — a, also ist yg = s(60 — a) = 0,5 (60 — a) (Klammern setzen!) = —0,5a + 30.



Damit ist b = yg — yg = g(60 — a) — s(60 — a) = (%a + 30) — (—=0,5a + 30) = %a + 30 + %a —-30= ga.
(Die Klammern hinten sind nétig, die vorne sind nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt worden.)

Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel A =b-¢ ein:
A(a) = ga (60 —a) (Klammern setzen!)

=40a - gaz (Klammern ausmultiplizieren)

Anmerkung: Die Definitionsmenge musste hier nicht bestimmt werden, die wurde dann in 1.3 gegeben.

T2024-All

3.0 Fir eine Lippenstiftmarke soll ein passendes Werbelogo designt werden. Die
zugrundeliegende Kontur der Lippenform lasst sich durch die Graphen G bzw. G, zweier

1 a4

1 1
ganzrationaler Funktionen f bzw. g mit f(x)= -2 +§x2+ 2 bzw. g(x)= §x2 -2 auf

dem Intervall Dy =Dg =[~ 4 ; 4] beschreiben.

Es soll nun ein achsenparalleles rechteckiges Textfeld fir den Werbetext platziert
werden. Die Eckpunkte des Rechtecks liegen auf den Graphen von f bzw. g. Das Rechteck
soll dabei an keiner Stelle auRerhalb der Lippenkontur liegen. Koordinaten sind
Langenangaben in der Einheit Dezimeter.

Die Distanz a mit a€IR und a> 0 ist wie in der Abbildung gezeigt festgelegt.
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3| 3.1 Zeigen Sie zunichst, dass sich die MaRzahl A(a) des Flicheninhalts des Textfeldes in

Abhéngigkeit von a durch A(a)=- %as +8a darstellen lasst.

4| 3.2 Weisen Sie nach, dass 0A=[J’§; 4[ als maximale Definitionsmenge der Funktion

A:ai->A(a) anzunehmen ist.

Losung:

3.1 Nehmen wir wieder die Seite des Rechtecks auf der x-Achse als Breite b und die Seite parallel zur y-
Achse als Lange ¢ . Da das Rechteck symmetrisch zur y-Achse liegt (was daraus folgt, dass die beiden
gegebenen Funktionen f und g beide gerade sind), kann man die Breite direkt ablesen: b = 2a. Die Linge
geht vom Punkt A (in der Zeichnung oben von mir beschriftet) senkrecht nach oben bis zum B (ebenfalls
oben von mir beschriftet), also ist ¢ =yg — ya. (Vorsicht: Oben minus unten, der groBere Wert minus der
kleinere Wert! Also nicht ¢ = ya — yc! Dann wére die Lange ndmlich negativ!) Der Punkt A liegt auf G,

und hat die x-Koordinate a, also ist ya = g(a) = %az — 2; der Punkt B liegt auf Gr und hat die x-Koordinate
a, also ist yg = f(a) = — ia“ + %az +2. Damitist ¢ =yp—ya=f(a)—g(a)=(— ia“ + %a2 +2) - (%a2 -2)=
—latt i f2p0=—Lat 44

64 8 8 64

(Die Klammern hinten sind nétig, die vorne sind nur der Ubersichtlichkeit halber gesetzt worden.)



Das setzen wir alles in die Flacheninhaltsformel A =b- ¢ ein;:
A(a)=2a-(— éa“ +4) (Klammern setzen!)

1 T ..
= —Eas + 8a (Klammern ausmultiplizieren, Bruch vorne kiirzen!)

3.2 Dass a <4 sein muss, siecht man in der Zeichnung (fiir a = 4 hétte man kein Rechteck mehr, sondern nur
noch einen Strich, und wenn gar a > 4 wire, dann wiirde das Rechteck nach rechts aus der ,,Lippenkontur**
herausragen). Dass a > v/8 sein muss, ist dagegen alles andere als offensichtlich, das ist deshalb wohl die
schwierigste Definitionsmenge, die ich je gesehen habe in einer Extremwertaufgabe!

Wesentlich ist hier ein Satz aus 3.0: ,,Das Rechteck soll dabei an keiner Stelle auBerhalb der Lippenkontur
liegen.“* Wenn a kleiner wird, wandert der Punkt B weiter nach links, die Lédnge (bzw. Hohe) des Rechtecks
wird dabei immer groBer. Spétestens wenn B den Hochpunkt erreicht, liegt das Rechteck teilweise
auBerhalb der Lippenkontur! Das passiert aber schon friiher: Der Tiefpunkt von Gt hat ja den y-Wert 2 (auf
der y-Achse); wenn B also einen y-Wert grof3er als 2 hat, dann liegt das Rechteck schon teilweise auflerhalb
der Lippenkontur. (Wem das nicht klar ist, der zeichnet sich am besten mal ein paar Rechtecke fiir
verschiedene Werte von a ein.) Damit das Rechteck also komplett innerhalb der Lippenkontur liegt, muss

gelten: yg<2, also — éa“ + %az + 2 < 2. Diese Ungleichung muss man nun lésen! Das geht aber zum Gliick
relativ schnell: Erst auf beiden Seiten minus 2 rechnen,

1 1
——a'+2a’ <0,
64 8

dann —6—14a2 ausklammern,
_L 202 Q)<
1 e (a*—8) < 0.
Da —aaz sicher negativ ist, folgt, dass das Produkt nur dann negativ sein kann, wenn (a? — 8) positiv (oder

gleich Null) ist:

a’-8>0
Normalerweise wiirde man so eine Ungleichung graphisch 16sen (Parabel skizzieren), hier geht es aber auch
direkt: plus 8 rechnen und Wurzel ziehen. Das wire zwar normalerweise problematisch, weil im
Allgemeinen a auch negativ sein konnte, hier klappt es aber, weil ja in der Aufgabe schon a > 0 vorgegeben

ist. Also ergibt sich direkt: a > +/8. Damit folgt dann schlieBlich die angegebene Definitionsmenge.
(Alternativ konnte man auch die Nullstellen von — éa“ + %az berechnen und den Graphen dazu skizzieren,
aber auch dann muss man darauf achten, dass a > 0 vorgegeben ist.)



7. Wirtschaftliche Anwendungen

Dies wurde in den folgenden Priifungen gefragt:
2000-All/2, 2001-All/2, Nachtermin 2003/3

Hier muss man eigentlich nur Sachen berticksichtigen, die relativ selbstversténdlich sein sollten:

e Der Umsatz ist der Stiickpreis mal die Absatzmenge.

e Der Gewinn ist der Umsatz minus die Kosten.
Da die Priifungen nicht nur vom Wirtschafts-, sondern auch vom Sozialzweig geschrieben werden, kommen
solche Aufgaben aber wohl praktisch nicht mehr dran.

2000-AIl (sehr einfache Aufgabe!)
2.0 Die Ware wird zu einem Preis von 10 GE pro ME verkauft.
Es ergibt sich demnach als Erlésfunktion die lineare Funktion
e:x—10x; De = Dy =[0; 7].
Der Gewinn bzw. Verlust wird durch die Funktion

g: x> e(x)—k(x); Dg = Dy beschrieben. Also gilt:

g(x) =—x3+9x2-17x - 3.
2.3 Bestimmen Sie jene Produktmenge x)\j , fiir die der Betrieb den absolut groten Gewinn erzielt.
Achten Sie auch auf die Rénder der Definitionsmenge. (8 BE)

Losung:

Eigentlich steht hier schon alles in der Aufgabe, und man muss nur noch wie bekannt den Hochpunkt von
g bestimmen. Am Schluss die Randwerte nicht vergessen: g(0) und g(7) berechnen (die Definitionsmenge
D, =[0; 7] ist ja vorgegeben) und mit dem berechneten relativ hochsten Gewinn vergleichen. Hier wird
sogar schon im Aufgabentext darauf hingewiesen, dass man die Rédnder von D beachten soll!

2001-All (schon etwas schwieriger)

2.0 Ein Kino hat bei einem Eintrittspreis von DM 10,-- durchschnittlich 200 Besucher. Man schitzt,
dass bei einer Erhohung des Eintrittspreises um DM 1,-- die urspriingliche Besucherzahl um
durchschnittlich 10 abnehmen wird, bei einer Erth6hung um DM 2,-- um 20, bei einer Erh6hung
um DM 3,-- um 30 usw.. (Zur Vereinfachung werden fiir die Berechnungen sdmtliche Einheiten
weggelassen.)

2.1 Die zu erwartenden Einnahmen in Abhéngigkeit von der Preiserhdhung x lassen sich mit Hilfe
einer differenzierbaren Funktion E beschreiben.

Ermitteln Sie den Funktionsterm E(x). Geben Sie auch eine sinnvolle Definitionsmenge D  an,

wenn man als Grundmenge IR wiéhlt.

(Teilergebnis: E(X) =2000+100x —1 0X2) (4 BE)

Losung:
Die Einnahmen ergeben sich als Besucheranzahl (nennen wir diese mal b) mal Preis (den nennen wir p).
Pro Steigerung von p um 1 nimmt die Besucheranzahl von urspriinglich 200 um jeweils 10 ab, also nimmt
sie um 10x ab, p um x erhoht wird, also ist b = 200 — 10x (wer nicht direkt drautkommt: b(x) = mx + t
ansetzen und zwei Werte einsetzen, z. B. b(0) = 200 und b(1) = 190, damit dann m und t berechnen). Der
Preis ist 10 plus die Preissteigerung x, also p = 10 + x. Damit folgt:
EXx)=bp=(200-10x) - (10+x) (Klammern setzen!)

=2000 +200x — 100x — 10x>  (Klammern ausmultiplizieren)

=2000 + 100x — 10x>  (zusammenfassen)
Da von einer Preiserhohung die Rede ist, sollte x > 0 sein. (Wenn man auch eine Preissenkung in Erwdgung
zieht, dann muss x > —10 gelten — schlieBlich sollte der Gesamtpreis p positiv bleiben!) Beliebig grofl kann
man den Preis aber auch nicht machen — irgendwann kommen keine Besucher mehr! Es sollte auch b > 0
gelten, also 200 — 10x > 0; daraus erhdlt man x < 20. Insgesamt also: Dg = ]0;20[.



Nachtermin 2003 (recht einfach)

3.0  Die folgende Tabelle ist Grundlage der Kalkulation eines Landwirts fiir den Anbau von Getreide je
Flacheneinheit. Die angegebenen Grofien sind in Abhéngigkeit von der Diingermenge x dargestellt:
1
Ertrag E in Mengeneinheiten (ME) E(x)=100+ gx
. )
Kosten K in € pro ME K(x)=300+x+—x
800
o 1 >
Verkaufspreis P in € pro ME P(x)=20————x
40000
3.1  Ermitteln Sie die Diingermenge x fiir den Fall, dass der Ertrag 150 ME betrdgt. Bestimmen Sie
hierfiir den erzielten Verkaufspreis. (3 BE)
32  Der Gewinn G in Abhéngigkeit von der Diingermenge x ldsst sich beschreiben durch:
3 2
X 3x©  3x
G(x)=- ———+=—+1700 mit x €[0;400].
320000 800 2
Geben Sie den Zusammenhang dieser Formel mit den Termen E(x), K(x), P(x) in Form einer
Gleichung an. Berechnen Sie nun x so, dass der Landwirt den groftmoglichen Gewinn erzielt.
(7 BE)
Losung:

In Aufgabe 3.1 ist die Gleichung E(x) = 150, also 100 + éx =150 zu 16sen, und dazu dann der Preis zu

berechnen. Wie das geht, sollte offensichtlich sein! (Ergebnisse: x = 400; P(400) = 16)

In Aufgabe 3.2 soll man erkldren, wo der Term G(x) herkommt. Das funktioniert wie oben allgemein
erklart: Gewinn ist Einnahmen minus Kosten, Einnahmen sind Produktionsmenge mal Verkaufspreis. Also:
G(x) = E(x)'P(x) — K(x)

(So steht's auch in der Musterlosung - wenn man sich aber die Einheiten anschaut, dann ist das so eigentlich
falsch! K sind ja nicht die Kosten, sondern die Kosten pro Mengeneinheit - die gesamten Kosten sind also
eigentlich E(x)K(x), der Gewinn also E(x)-P(x) — E(x)-K(x)! Hier ist wohl ein Fehler in der
Aufgabenstellung und/oder in der Musterlosung!)

Das war’s eigentlich schon; weiter geht es dann mit die Berechnung des Hochpunkts von G. Wer will,
kann’s aber auch noch nachrechnen:

1
= (100 + 3 X) - (20 — 25t x3) — (300 + x + - x?)  (Klammern setzen!)

=2000 — 4k x? +2,5X — 5500 X° =300 —x — = x*  (Klammern ausmultiplizieren)

800
3

) _ 3a? 3x . .
s — 2+ 3 + 1700 (zusammenfassen, ein wenig Bruchrechnen)  Passt!



8. Strecke, Geschwindigkeit, Beschleunigung
Dies wurde in den folgenden Priifungen gefragt:
2003-Al/2, 2006-All/3, Nachtermin 2009/3, Nachtermin 2010/4, Nachtermin 2012/1

Dies sind eigentlich Anwendungen aus der Physik (keine eigentlichen Extremwertaufgaben!) — solche
Aufgaben passen also eher in den Technik-Zweig. Normalerweise ist in den Aufgaben aber schon
vorgegeben, was man beriicksichtigen muss:
e Die Geschwindigkeit ist die Ableitung der Strecke / Position / Hohe; die Beschleunigung ist die
Ableitung der Geschwindigkeit.
e Umgekehrt ist die Geschwindigkeit(sdnderung) die ,,Aufleitung®, also die Stammfunktion, der
Beschleunigung (also die Fliche unter dem Graph), die Strecke / Positionsdnderung ist die
»Aufleitung®, also die Stammfunktion, der Geschwindigkeit (also die Flache unter dem Graph).

2003-Al

2.0 Eine Schnecke kriecht auf einer flachen Strafle vom Startpunkt aus geradlinig immer in dieselbe
Richtung. Modellhaft wird angenommen:

Die Funktion s mit s:t > s(t) = —@t3+10t2; 0<t<3
9

gibt den zuriickgelegten Weg s (gemessen in Zentimetern) in Abhingigkeit von der Zeit t
(gemessen in Minuten) wieder. Die 1. Ableitung der Funktion s nach der Variablen t ist die
Geschwindigkeit der Schnecke zum entsprechenden Zeitpunkt t.

(Auf Benennungen wird bei den folgenden Rechnungen verzichtet!)

2.1 Berechnen Sie den zuriickgelegten Weg und die jeweilige Geschwindigkeit der Schnecke zu den
Zeitpunkten t=1und t=2. (3 BE)

2.2 Ermitteln Sie, nach welcher Zeit die Schnecke ihre groBBte Geschwindigkeit erreicht hat. Wie grof3
ist diese maximale Geschwindigkeit? (4 BE)

Losung:

2.1 Gefragt sind hier s(1), s(2), s’(1) und s’(2) (Anmerkung: Ist die Funktionsvariable die Zeit t, so
schreibt man fiir die Ableitung oft auch einen Punkt iiber die Funktion statt einen Strich dahinter, hier
also s (1) und s (2).) Fir s(1) und s(2) setzt man einfach 1 bzw. 2 in den Funktionsterm ein, fiir s’(1)
und s’(2) leitet man s wie tiblich erst mal ab.

2.2 Gesucht ist hier ein Maximum der Geschwindigkeit, also ein Hochpunkt von s’(t) (also ein
Wendepunkt von s(t)). Um die Rechnung iibersichtlicher zu machen, kann man auch v(t) schreiben
statt s’(t); dann sind die Bedingungen fiir einen Hochpunkt wie iiblich v’(t) = 0 (also s’’(t) = 0) und
v’’(t) <0 (also s’”’(t) <0).

2006-Al1

3.0 Nebenstehendes Diagramm beschreibt den
Zusammenhang zwischen der
Momentangeschwindigkeit v(t) eines 2
Fahrzeugs (in Kilometer pro Minute) und der
Zeit t (in Minuten).
(Auf Benennungen wird verzichtet!) t

3.1 Begriinden oder widerlegen Sie anhand des 0 > 4 -3
Diagramms die Behauptung: ‘ |
Die Funktion v ist im dargestellten Bereich
differenzierbar. (2 BE)

3.2 Geben Sie die Geschwindigkeiten zur Zeit t; =1 und t, =5 an. (2 BE)

33 Die 1. Ableitung der Geschwindigkeit v(t) ist die Beschleunigung a(t) des Fahrzeugs. Zeichnen
Sie den Graphen der Funktion a. (4 BE)

vty




3.4 Die Geschwindigkeit v(t) ist die 1. Ableitung der Funktion s(t), die den in der Zeit t zuriickgelegten
Weg beschreibt. Bestimmen Sie mit Hilfe der Zeichnung den am Ende (nach 6 Minuten)
zuriickgelegten Weg. (3 BE)

Losung:

3.1 Zur Erinnerung: ,,differenzierbar* heif3t im Wesentlichen, dass der Graph keine Knickstellen hat (an
Knickstellen gibt es ndmlich offensichtlich keine eindeutige Tangente(nsteigung), also keine
Ableitung, also wére die Funktion dort nicht differenzierbar, d. h. man kann sie dort nicht ableiten).

3.2 einfach aus dem Graph die Werte ablesen!

3.3 Hier beriicksichtigt man, dass die Ableitung die Steigung (der Tangente) ist. Die Steigungen in den
einzelnen Abschnitten kann man aus dem Graph von v aber sofort ablesen (im Zweifelsfall Steigungs-
dreiecke einzeichnen!): von t = 0 bis t = 1 ist die Steigung 2/1 = 2; von t =1 bis t = 4 ist die Steigung
0 (waagrecht!), von t =4 bis t = 6 ist die Steigung —2/2 =—1. Die Funktion a ist also von 0 bis 1 konstant
gleich 2, von 1 bis 4 konstant gleich 0 und von 4 bis 6 konstant gleich —1.

3.4 Da v(t) die Ableitung von s(t) ist, folgt, dass umgekehrt s(t) eine Stammfunktion zu v(t) ist, also eine
Flacheninhaltsfunktion, d. h. die Funktion s(t) gibt den Flicheninhalt unter dem Graph von v an. Diesen
konnte man nun lang und breit mit Aufleiten von v(t) usw. ausrechnen. Viel schneller geht es aber,
wenn man sieht, dass die Fliche ein Trapez ist (mit parallelen Seiten der Lange 6 und 3, und der Hohe
2), und die passende Formel aus der Formelsammlung dafiir verwendet. Damit ist einfach:

S = 6+3-2 =90,

Nachtermin 2009

3.0 Vom Boden aus gemesser. kane dis Hike eines s=akeocht nacl: oden we-
wurleren Balls (in Merern} in Abbéingixkeit von cer Zeif ¢ mi¢ ¢ €t %1,
(im Sckanden) durch ciz Fuiktion .
it b - =57 41611
beschriehen werdz. Avf Sinheiter. wird varzick(ct.

31 Drec Momentangeschwindigkei vit) des Bzlis zum Zeitouric: t wizd durch
dic 2rste Ableitung. der Fuaktion - rack cer Zeil - beschrichon.
Bestimmen Sie die Geschwindigkeil des Bals ¢u den Zeipenkter + -1
tnd ta = 3. (A BE)

32 Berechien Siv fer Zei'puokt, 7u welchen der Bz'l aeinen hichstza Pankt
ers2ichtung der Zeifpuakt Y, zu deas or 2af'simm Seder auferith Riuden

Siz azf aus zwe: Macokarmyslellon. : (A7)
Losung:
3.1 h(t) ableiten, die Ableitungsfunktion kann man h’(t) nennen, oder # (t), oder einfach v(t); dann
einsetzen

3.2 Gesucht sind der Hochpunkt von h (da h eine quadratische Funktion ist, ist der relative Hochpunkt der
Scheitelpunkt und damit automatisch auch der absolute Hochpunkt) und die Nullstelle von h, die groBBer
als 0 ist (weil in der Aufgabe ja 0 < t< tg steht, muss tg > 0 sein!).

Nachtermin 2010

4.0 Die Flugkurve eines Balles bei einem Freisto in einem FuBlballspiel ent-
spricht n#herungsweise dem Graphen einer ganzrationalen Funktion h
3. Grades, wobei h(x) die FlughShe und x die Entfernung des Balls vom
AbstofSpunkt am Boden gemessen angibt
Der Abstofl des Fuf3balls erfolgt im gedachten Koordinatenursprung. Nach
5 m hat der Ball seine maximale Steigung erreicht, um dann bei 10 m in
ciner H6he von 3 m die gegnerische ,,Mauer* zu {iberfliegen. Bei 15 m be-
sitzt der Ball ebenfalls eine HShe von 3 m.
4.2 Berechnen Sie, in welcher Entfernung vom Abstof3punkt der Ball wieder
am Boden auftrifft sowie die gréfite FlughShe des Balls, wenn ihn kein

weiterer Spieler beriihrt, auf zwei Nachkommastellen genau. (9 BE)



Losung:

Gesucht ist die Nullstelle von h, die groBer als 0 ist (x ist ja die Entfernung vom AbstoBpunkt, die sollte
natiirlich positiv sein!) und der Hochpunkt von h. Als Randwerte kann man 0 und die berechnete Nullstelle
verwenden. Da an beiden Stellen der Funktionswert 0 ist, folgt, dass der berechnete relative Hochpunkt
auch der absolut hochste Punkt ist.

Vorsicht beim Ableiten: Die als ,,mdgliches Ergebnis* angegebene Form von h(x) kann man so nicht
verwenden, da es ein Produkt ist! Man muss erst die Klammer ausmultiplizieren oder zumindest das x in

die Klammer reinmultiplizieren! (Der konstante Faktor % stort nicht, der bleibt beim Ableiten ja einfach

unverdndert stehen.)

Nachtermin 2012/1

1.0 Bei einem FreistoB konnte die Flugbahn des Balls ndherungsweise durch die Funktion
f:x> — x4 x* mit D¢ = [0; 19]
450 20
dargestellt werden Dabei ist x die x-Koordinate der Flugbahn des Balls, y = f(x) gibt die jeweilige
Flughdhe des Balls an. x und y werden in Meter angegeben. Bei der Rechnung wird auf Einheiten
verzichtet. Der Ursprung liegt im Abschlagpunkt.
1.1 Ermitteln Sie durch Rechnung die maximale Flughdhe des Balls. (6BE)
1.3 Der FreistoB3 wurde in einer Entfernung von 19 Metern vor dem Tor auf das Tor abgegeben. Das

Fuf3balltor hat eine Hohe von 2,44 Metern. Untersuchen Sie, ob der Ball in das Tor trifft. (2 BE)
1.4 Berechnen Sie, an welcher Stelle der Flugkurve die maximale Steigung erreicht wird. (4 BE)
Losung:

1.1 Gesucht ist der Hochpunkt von f. Die Definitionsmenge von f ist gegeben als Dr = [0; 19], also muss
man am Schluss noch die Randwerte f(0) und f(19) iiberpriifen, ob dort der Funktionswert evtl. gréer
ist als am berechneten relativen Hochpunkt.

1.3 Zu priifen ist, ob die Hohe in einer Entfernung von 19 Metern kleiner ist als 2,44, also ob f(19) < 2,44
ist.

1.4 Gesucht ist ein Maximum der Steigung, also ein Hochpunkt von f’ (also ein Wendepunkt von f). Also
muss f’’(x) =0 und f *’’(x) <0 gelten. Am Schluss sind noch die Randwerte f*(0) und £*(19) zu priifen,
ob die Steigung dort evtl. groBer ist als das berechnete relative Maximum.



9. Sonderfille
Diese Aufgaben passen in keine der Kategorien so richtig rein. Teilweise sind sie schwieriger, teilweise
aber auch sehr einfach.

1999-A1  (ungewohnlich, aber nicht wirklich schwierig)

2 Die Zahl /10 ist so in zwei reelle positive Summanden zu zerlegen, dass die Summe der

Quadrate dieser Summanden einen absoluten Extremwert annimmt. Berechnen Sie die beiden
Summanden und entscheiden Sie, welche Art von absolutem Extremum vorliegt.

Losung:
Nennen wir die beiden Summanden mal a und b. Also ist laut Aufgabe: a +b = VIO 2 b=410-a.

Laut Aufgabe geht es um die Summe der Quadrate der beiden Summanden, also um a* + b%. Setzen wir die
Bedingung von oben ein, so haben wir also folgende Funktion:

f(a) = a2+ (V10 —a)* (Klammern setzen!)

2
=a’+ \/E —24/10 a + a2 (2. binomische Formel)

=222 -2410a+10
Von dieser Funktion ist nun das Extremum zu bestimmen. (Wie man an der zweiten Ableitung sieht, ergibt
sich ein Minimum; alternativ: Es ist eine quadratische Funktion, die eine nach oben gedffnete Parabel
beschreibt, also ist der Scheitelpunkt ein Tiefpunkt.)

Da beide Summanden positiv sein miissen, ist a > 0 und V10 - a,alsoa< V10 . Am Schluss sind also noch

die Randwerte f(0) und f(\/m ) zu Uberpriifen, ob diese evtl. kleiner sind als das berechnete relative

Minimum. (Alternativ: Da es sich um eine quadratische Funktion handelt, ist der berechnete relative
Tiefpunkt der Scheitelpunkt und damit automatisch auch der absolut tiefste Punkt.)

Nachtermin 2012 (auch hier braucht man den Satz von Pythagoras, aber auf véllig andere Weise als in

Kategorie 5... eine etwas anspruchsvollere Aufgabe)
4.0 Gegeben ist die Funktion p: x —> 0,5x*> mit D, = IR sowie der Punkt Q(6/0). d(x) = QX beschreibt

den Abstand eines Punkts X(x|p(x)) des Graphen G zum Punkt Q.
4.1 Betrachtet wird nun die Funktion h: x = (d(x))*.
Fertigen Sie eine beschriftete Skizze an, die obigen Sachverhalt veranschaulicht
und berechnen Sie den Funktionsterm h(x). (5BE)
[Teilergebnis: h(x) = —x* +x*— 12x + 36 ]

Losung:
Fiir den Abstand zweier Punkte gibt es eine Formel — steht prinzipiell in der Merkhilfe. Man kommt aber
auch ohne aus, man kann es sich iiberlegen...

Man zeichnet eine Skizze (ist ja sowieso verlangt); den Punkt X wihlt man dabei irgendwo auf dem
Graphen Gp. Nun zeichnet man ein ,,Steigungsdreieck® vom Punkt X zum Punkt Q: von Q aus parallel zur
x-Achse riiber, bis man direkt unter bzw. liber X ist, von da aus dann parallel zur y-Achse rauf bzw. runter.
Dieses Dreieck ist rechtwinklig mit den Katheten [x—6| (x—6 kann auch negativ sein, wenn nédmlich x < 6
ist, die Kathetenlinge muss aber positiv sein, deshalb Betragsstriche) und |p(x)| (auch hier wieder:
Betragsstriche, weil die Kathetenldnge positiv sein muss). Die Hypotenuse des Dreiecks ist der Abstand
d(x) der beiden Punkte. Damit kann man den Satz des Pythagoras anwenden:

(d(x) )* = x-6 + [p(x)’
Nun benutzt man noch, dass immer [x|> = x* gilt (wenn man quadriert, dann ist das VZ ja egal). Insgesamt
ist also (Klammern setzen!):

(d(x) )’ = (x-6)* + (p(x))’
Nun koénnte man auf die Idee kommen, die Wurzel zu ziehen und d(x) auszurechnen. Das ist aber gar nicht
ndtig — es ist ja sowieso nur die Funktion h(x) = ( d(x) ) gefragt! (Wer trotzdem die Wurzel zieht: Nein, das
Ergebnis ist nicht 6 —x + p(x) !!!) Also:



h(x) = (x=6)* + (0,5x%)?  (Funktionsterm von p einsetzen)
=x2-12x+36+0,25x*  (vorne 1. binomische Formel, hinten Potenzgesetz)

= %X“ +x2-12x+36  (Reihenfolge umgestellt;, 0,25 als Bruch geschrieben)

Von dieser Funktion h muss nun der Tiefpunkt bestimmt werden (Hinweis beachten!).

x ist durch nichts eingeschréinkt, die Definitionsmenge ist also Dy = R. Damit sind die ,,Randwerte* bei + o
. Am Schluss ist deshalb noch das Verhalten von h fiir x — +oo zu beachten (die Grenzwerte). Aus dem
Leitkoeffizienten und dem Grad folgt aber sofort, dass der Graph von h links und rechts nach oben geht,

also lim/A(x) =00, Damit ist das ermittelte relative Minimum automatisch das absolute Minimum.

x—>to0



