Beschranktheit

Bei quadratischen Funktionen mit a > 0 (Ubd= R) ist der Graph eine nach oben getffnete Parabel,
deshalb hat die Funktion einen kleinsten Wert. Hst @lso eine Zahl AR, sodass fir alle
Funktionswerte f(x) gilt, dass f(x& c ist. Entsprechend gibt es bei quadratischen tfamdn mit a < 0
(undD = R) eine Zahl €lR, sodass fir alle Funktionswerte f(x) gilt, dasg & c ist.

f(x) = t
Definition: Gibt es eine Zahll¢R, sodas () zc fur alle XD gilt, so heil3t f nac Hten be-
f(x) <c oben

nter
schrankt die Zahl c heif3t entsprecher{g(mtrj Schranke. Ist f gleichzeitig nach unten und nacénob

beschrankt, so heifdt f beschrankt.

Beachte: Ist eine Funktion nach unten bzw. obenHréskt, so gibt es unendlich viele untere bzwrebe
Schranken! Die gréfte untere Schranke nennt man, tdswum” der Funktion, die kleinste obere
Schranke das ,,Supremum’ der Funktion. Wird ddisim C von der Funktion tats&chlich angenommen
(gibt es also ein XD mit f(x) = C), dann nennt man es das Minimder Funktion; wird das Supremum
tatséchlich angenommen, nennt man es das Maxidarriunktion.

Beispiel: f(x) = 0,5x miD = [-2;4]
Graph:

H>

Die Funktion ist durch —1 nach unten beschrénkil (alee Funktionswerte groRer oder gleich —1 sind),

aber z. B. auch durch —2, -3, ..., =100, ...., ~1.5—/2 usw. Die grofte untere Schranke ist —1. Da
dieser Wert von der Funktion tatséchlich auch aogenen wird (es ist f(-2) = —1), ist =1 das Minimum
der Funktion. AulRerdem ist die Funktion durch 2maben beschrankt (weil alle Funktionswerte kleiner
2 sind; gleich 2 kommt hier nicht vor!), aber z.d@ich durch 3, 4, ...... Die kleinste obere Scheaak?.
Dieser Wert wird von der Funktion aber nicht angaeneen (es ware f(4) = 2, aber 4 gehort nichiDzy
deshalb ist 4 nur das Supremum der Funktion; gikdia Maximum.

Alle Funktionen, die wir in der 11. Klasse seherrdes, haben normalerweise ein Minimum und/oder
Maximum, kein Infinum und/oder Supremum; in der Kiasse gibt es aber durchaus Funktionen, die z.
B. zwar ein Infinum, aber kein Minimum haben! (z. Bat f(x) = 1/(%+1) das Infinum O, aber kein
Minimum).

In Prifungen wird Beschranktheit praktisch nie ggfr Was aber 6fters gefragt wird, ist die Wertegeen
einer Funktion. Diese kann man aus dem Infinum 8adremum ablesen — aber auch einfach aus dem
Graph! (Im Beispiel oben ist die Wertemenge offensich [-1;2[.)



Beispiel 1: f(x) = 0,5x miD = [-2;4[; man soll zeigen, dass a) —3 eine unBaferanke und b) 3 eine
obere Schranke von f ist.

a) Es ist zu zeigen, dass fur alleé® gilt, dass f(x)=> -3 ist, also 0,5% -3.

Wir teilen beide Seiten der Ungleichung durch 0,5 > -6 (*)

Fur alle XJD gilt, dass sie> -2 sind, also sind sie automatisch agck6. Die Ungleichung (*) ist also
eine wahre Aussage. Durch Multiplikation mit 0,5&t man aus (*) aber wieder die urspringliche
Ungleichung 0,5x%= —3. Also ist auch das eine wahre Aussage. Dagwaeigen.

b) Es ist zu zeigen, dass fur alled® gilt, dass f(x)< 3 ist, also 0,5x 3.

Wir teilen beide Seiten der Ungleichung durch 0,5x < 6 (*)

Fur alle XD gilt, dass sie < 4 sind, also sind sie automat@ath< 6. Die Ungleichung (*) ist also eine
wahre Aussage. Durch Multiplikation mit 0,5 erhaftan aus (*) aber wieder die urspringliche
Ungleichung 0,5x 3. Also ist auch das eine wahre Aussage. Das waeigen.

(Beachte: Hier wird benutzt, dass sich bei Multiplikationtrbzw. Division durch 0,5 die Losungsmenge
der Ungleichung nicht andert; deshalb sind beidglélohungen jeweils &quivalent (gleichbedeutend)
zueinander!)

Beispiel 2: f(x) = 0,5x miD = [-2;4[; man soll die grof3te untere Schranke fviomden

Wir suchen das gro3tmdgliche ¢, sodass fur all®xilt, dass f(x)= c ist, also 0,5% c.

Wieder beide Seiten durch 0,5 teilen: >X2c.

Fur alle XJD gilt, dass sie= —2 sind (und dies ist auch die gro3te untere S&lerélir x). Deshalb muss
2c = -2 sein, also ¢ = —1. Die grof3te untere Séleraon f ist also —1.

Beispiel 3: f(x) = X — 1 mitD = [-3;4]; man soll zeigen, dass 24 eine obere &tw ist.

Es ist zu zeigen, dass fiir allel® gilt, dass f(x)< 24 ist, also X— 1 < 24. Lést man diese quadratische
Ungleichung mit den Ublichen Methoden, so ergibhsdass -§x<5 (*) sein muss. Fir alle(xD gilt
aber —Xx<4, also gilt auch automatisch fiir sie<6<5. Die Ungleichung (*) ist also eine wahre
Aussage. Diese Ungleichung ist aber wieder aquitater urspriinglichen Ungleichung x 1 < 24.
Also ist auch das eine wahre Aussage. Das warigerze



