Anwendungen ganzrationaler Funktionen

1.0 Aus einem quadratischen Stiick Blech mit der Seitenldnge a = 10 dm soll durch Abschneiden von
zwel Dreiecken und zwei Quadraten (siehe Skizze links) und anschlieBendes Aufbiegen der

Seitenteile eine Schaufel gefertigt werden (siehe Skizze rechts).
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1.1 Stellen Sie das Volumen V(h) der Schaufel (,,halbierter Quader*) in Abhéngigkeit von der Hohe dar
(Einheiten konnen dabei ignoriert werden). Geben Sie zudem eine sinnvolle Definitionsmenge Dv an.

[Ergebnis: V(h) =h® — 15h% + 50h]

1.2 Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion V einschlieBlich ihrer Vielfachheiten.

1.3 Das Volumen wird (etwa) fiir h = 2 (dm) am grof3ten. Berechnen Sie dieses grofite Volumen.

1.4 Skizzieren Sie den Graphen Gy der Funktion V mit Hilfe aller bisheriger Ergebnisse in einem sinn-
vollen Bereich.

1.5 Berechnen Sie auf zwei Dezimalen genau die Werte von h, fiir die das Volumen groBer als 36 (dm?)

ist. (nach Nichttechnik-Abschlusspriifungs-Nachtermin 2005)

2.0 Aus der Eintauchtiefe h einer Kugel mit dem Radius r in
Wasser kann die Dichte p der Kugel bestimmt werden ( /_\
sieche Skizze ). Dabei gilt, dass die Gewichtskraft der
Kugel gleich der Gewichtskraft des verdriangten Wassers ; r/
ist. Ohne Verwendung von Einheiten und mit dem Wert " /

fiir die Dichte von Wasser py =1 und der

Fallbeschleunigung g ergibt sich : ‘—\ ______ 1 PR

Gewichtskraft des verdringten Wasservolumens: Fy = % .m-h?. (3r—h)-g;
Gewichtskraft der Kugel: Fg = % mer p-g.

2.1  Leiten Sie aus der Gleichung Fy = F¢ und der Ersetzung x = h die folgende Funktion fiir p in
r
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Begriinden Sie genau , warum Dp = ]0; 2] eine sinnvolle Definitionsmenge fiir p(x)ist.

Abhidngigkeit von x her: p(x) = %x

2.2 Berechnen Sie die Dichte einer Kugel mit dem Radius r = 1 und der Eintauchtiefe h = 1,5.
2.3 Begriinden Sie, dass es einen x-Wert aus D, gibt, fiir den p(x) = 0,2 gilt.

(aus Abschlusspriifung-Nachtermin 2002)



3.0 Ein Holzkdorper ist von oben aus gesehen kreisrund und hat von der Seite aus gesehen die unten
gezeigte, durch zwei Parabeln begrenzte Form (alle MaBle in cm; Einheiten konnen im Folgenden
ignoriert werden): y
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Die beiden Parabeln pi bzw. p2, welche den Korper nach oben bzw. nach unten begrenzen, haben
die Gleichungen

piry= —% (x2-25)  bzw. p2y=0,12x>-3

Dieser Korper soll nun so bearbeitet werden, dass ein Zylinder (Radius r, H6he h) iibrig bleibt (von der
Seite aus gesehen also das in der Figur oben schraffierte Rechteck).

3.1 Stellen Sie den Rauminhalt V dieses Zylinders in Abhidngigkeit von seinem Radius r dar und geben
Sie eine im Zusammenhang der Aufgabenstellung sinnvolle Definitionsmenge Dy an.
(Ergebnis: V(r) =-0,32 © (+* - 251?) )

3.2 Berechnen Sie die Nullstellen der Funktion V einschlieBlich Vielfachheiten.

3.3 Das grofite Volumen erhélt man fiir einen Radius von etwa 3,5. Berechnen Sie dieses grofite
Volumen.

3.4 Skizzieren Sie den Graphen Gv, auch mit Hilfe aller bisheriger Ergebnisse, im Bereich 0<r<5.

3.5 Berechnen Sie, fiir welche Radien r der Rauminhalt V groBer als 26,88 ist.

4.0 Mit zwei jeweils 5 Meter langen Gattern soll ein Freigehege fiir ein Pony abgezdunt werden. Dafiir
werden die beiden Gatter folgendermallen an der Stallwand aufgestellt:
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4.1 Berechnen Sie den Fldacheninhalt A(x) desxumzéiunten Bereichs in Abhédngigkeit von x. (Tipp:
Berechnen Sie zundchst die Hohe des Dreiecks in Abhéngigkeit von x.)

4.2 Die umziunte Fliche soll 10 m? gro8 sein. Berechnen Sie, wie muss man x dafiir wihlen muss. (Tipp:
Quadrieren Sie die entstehende Gleichung zunéchst.)

4.3 Ermitteln Sie auf 2 Dezimalen genau, fiir welche x-Werte die umziunte Fliche grofer als 10 m? ist.



1.1 V= /¢-b-h/2 = (10 — h)-(10 — 2h)-h/2 =(100 — 30h + 2h?)-h/2 = h® — 15h? + 50h
h>0undb>0=>10-2h>0=>h<5(und />0=>..h<10) = Dv=1]0;5]
1.2 (10 —=h)(10—=2h)'h/2=0=>» (hi=10 ¢ Dy) h,=5;h3=0

(oder h* — 15h° + 50h = 0; h ausklammern; Mitternachtsformel; .....)

1.3 V(2)=48
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1.5 h?—15h* +50h > 36 = h’ — 15h* + 50h - 36 > 0
Gleichung 16sen: h® — 15h? + 50h — 36 =0;  durch Probieren: h; = 1
(h® — 15h? + 50h — 36):(h — 1) =h>— 14h + 36
h>~14h+36=0=> h, ~ 3,39 (; hs ~ 10,61 ¢ Dv)
Skizze (oder Skizze in 1.4 verwenden!) =» Das Volumen ist grofer als 36 (dm?) fiir Hohen zwischen 1
(dm) und etwa 3,39 (dm).
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==>p(x) = x?— [ x°

h > 0 (Kugel muss eintauchen) und h <2r (komplett eingetaucht) ==>x > 0 und x <2
==>D_=]0;2]
p
22 r=lundh=15=>x=1,5 p(1,5) = %1,52 —%1,53 =0,84375
2.3 p(0) = 0 (bzw. eigentlich: Grenzwert!); p(2) =1

0<0,2 <1 und p ist ganzrational, also stetig = Es gibt mind. einen Wert 0 < x <2, sodass p(x) =0,2.
(Zwischenwertsatz)



3.1 Vzyiinder = 1>mh; h=yp—yq (aus Zeichnung)
P(tlyp) liegt auf p1 = yp = —% (12 —25); Q(rlyo) liegt auf p, = yo=0,121>-3

2> h= —% (r?—-25)—(0,121r*-3)=-0,321*+38 > V(1) =r?n(-0,32 2 + 8) = —0,32n-(r* — 25 1?)
aus der Zeichnung: Dy = ]0;5[

32 -032m(* —2512) =0 > —032n12-(12 —25) =0 D> —0,32n1>(r + 5)(r—5) =0
=> 12 =0 doppelt; r3 =-5; r4 = 5 beide einfach

3.3 V(3,5) = -0,32m:(3,5% — 25-3,5%) = —0,327-(~156,1875) = 49,987 ~157

3.4 180 AV

160
140 4 /
120

100
/

80 4

60 -

1/ \
/

0"/ T T T T ;l’
0O 05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

3.5-0,32m( —2512) > 26,881 |:(-0321) D *— 252 <84 D r* — 2512+ 84 <0
Gleichung I6sen: 1* — 25 12 — 84 = 0; Substitution: u=1> > v>-25u+84=0
25+(-25)° —4-1-84 25417

2-1 2
Resubstitution: > =u = DrP=21dr=21~46 und 2)P=4dn=2
(beide einfach; beachte: die negativen Losungen gehdren nicht zu Dy!)

2 u =

= u;=21;u2=4 (beide einfach)

Skizze (oder die Skizze aus 4.4 verwenden!):
=>» Das Volumen ist groBer als 26,887 fiir 2 <r < V21,

4.1 Satz von Pythagoras: x> + h> =5 = h=+/25-x> 2 A=0,5-2x-v/25-x" =x+/25—-x"

42x425-x" =10 x> (25-x») =100 > x*-25x>+ 100 =0 => u> - 25u+ 100 =0
22u=5w=20PIx,==* NEE X34 =% V20 (nur positive Losungen sinnvoll)

43x+25-x> >10=> x> (25 -x%)> 100 = x* — 25x% + 100 < 0; mit Skizze folgt:

V5<x <420



