Ableitungen von Exponentialfunktionen

Nach allgemeiner Definition der Ableitungsfunktion gilt zundchst (mit exp(x) = e")
X+h_ox . ex(eh_l) o -1
= %l_r)r(} = %ll_T)rOl — =e %Lm ; =exp(x) - k
mit einer konstanten Zahl k; diese Gleichung gilt fiir alle x, insbesondere fiir x = 0, also folgt:

exp’(0) =exp(0) - k =k,
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die Konstante k = %zmol eT ist also genau die Ableitung von exp bei x = 0. Dieser Grenzwert ist nicht so
-

exp(x+h)—exp(x) e

exp’(x) = %im

einfach direkt berechenbar; im Folgenden wird deshalb mathematisch etwas unsauber argumentiert.
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Die Euler'sche Zahl ist bekanntlich definiert als e = lim (1 + %) )
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hn
Mit den Potenzgesetzen ist deshalb ¢/ = lim (1 + ) .

n—-oo

Setzen wir nun m = h-n, also n = m/h, so folgt ¢ = lim (1 + ) bzw., da fiir n — oo sicher auch
n—-oo

m - oo gilt: e'= lim (1 + ;)m.
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Der binomische Lehrsatz (Verallgemeinerung der binomischen Formel) sagt nun aber, dass
(a+b)m=a"+ma™'b+..
gilt, wobei ... fiir Summanden mit hoheren Potenzen von b steht. Deshalb ist

m
(1+2) =1m+m-1m" Zho =14 Rt oo,
m m

wobei ... flir Summanden mit hoheren Potenzen von h steht (die auch von m abhingen!).

Alsoiste”= lim (1 + h + -+-) und damit
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L eh-1 . (14h+e)-1 Rt
k =lim——=lim lim ————— = lim lim — = lim lim (1 + --).
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Das ... steht nun fiir Summanden, die alle mindestens h! enthalten.

Nun vertauschen wir die Reihenfolge der beiden Grenzwerte (spitestens hier wird’s mathematisch
reichlich fragwiirdig!):
h
k=lim&<=— = lim lim(1+ ).
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Alle weiteren Summanden enthalten mindestens h!, gehen also gegen 0. Damit ist

eh
k=lim<= = lim 1 = 1,
h—0 m—oo
!
die Ableitung der natiirlichen Exponentialfunktion ist also die Funktion selbst! (daher stammt der Name
,hatiirliche® Exponentialfunktion)

und damit wiederum folgt sofort

Verallgemeinerung:
Wie oben zeigt man zunichst, dass
e —1
(e®) =e“* - lim
h—0 h
ist, und
. etho1 . (1+ch+-)-1 ch+-
lim =lim lim ———— = lim lim — = lim lim (¢ + --+).
h—0 h—0 m—-oo h-0m—-o h h—0m—-oo

Damit folgt dann zunichst:
(eCX)’ =c» e

Weiterhin gilt:
ecxtd — pcx . od
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und da der zweite Faktor eine Konstante ist, bleibt dieser beim Ableiten einfach stehen. Also ist



und damit

Da man eine allgemeine Exponentialfunktion f(x) = b* immer schreiben kann als f(x) = e*'"® | folgt mit
dem Ergebnis von oben (wobei nun ¢ = In(b) ist):
£°(x) = e¥® . (x - In(b))’ = e¥"® - In(b),

also

()’ = In(b) - b

Noch allgemeiner folgt:
(b**y’ = ¢-In(b)-b**d



