
Lösungen II.1 
 
41/1 
a,b) Nst.: x1 = 0; x2 = 4 

 
c) U4 = 6 < A < O4 = 14 
  
41/2 
a) 

 
b) O4 = 7,03125;   U4 = 4,78125 
 
41/3 
a) 

 
b) U3 = 26 < A < O3 = 44;   U6 = 31,25 < A < O6 = 40,25 

lim
→ஶ

𝑈 = ⋯ = lim
→ஶ

54 ቆ−
ቀଵା

భ


ቁቀଶା

భ


ቁ


+ 1ቇ = 36;   lim

→ஶ
𝑂 = lim

→ஶ
ቀ

ହସ


+ 𝑈ቁ = 36 



 
41/4   U8 = 8,15625;   O8 ≈ 12,8704  (beim Streifen zwischen 2,5 und 3 muss man das 
                                                             Maximum der Funktion verwenden!) 
 
41/5 a,b) 

 
c) O4 = 11,0625;   U4 = 3,0625 

d) lim
→ஶ

𝑂 = ⋯ = lim
→ஶ

ଵ

ଵହ
ቀ6 +

ଵହ


+

ଵ

మ
−

ଵ

ర
ቁ = 6,4;   lim

→ஶ
𝑈 = lim

→ஶ
ቀ𝑂 −

ଷଶ


ቁ = 6,4 

 
53/1     a) 2870     b) 72795     c) 10 497 600     d) 3 304 800 
 
53/2 
a) (vgl. 7a!) f '(x) = 0,5x  1 > 0 in ][  Gf ist sms in I;     O5 = 16,16;     U5 = 12,96 
b) g'(x) = మ

య
 x  1 > 0 in [2;4]  Gg ist sms in I;     O4 = 5,25;     U4 = 6,25 

 
53/4     O7 ≈ 7,61;   U7 ≈ 5,03 

 



 
53/5     U5 ≈ 4,79;     O5 ≈ 6,58 
 
53/6     Man könnte z. B. Trapeze verwenden, oder Parabelstücke, falls man den Flächeninhalt 
            unter diesen bereits kennt. 
 
53/7 
a) (vgl. 2a!)   Gf ist sms in ]−∞; −2], smf in [−2;  ∞[ 
On = ... = రర

య
+ ఴ


− ఴ

యమ ;     Un = ... = రర

య
− ఴ


− ఴ

యమ 
b) Gg ist sms in ]−∞; −0,5], smf in [−0,5;  ∞[ 
On = ... = భఱ

ర
+ య


− య

రమ ;    Un = ... = భఱ

ర
− య


− య

రమ 
 
53/8       a) O4 ≈ 0,741;   U4 ≈ 0,473       b) O4 ≈ 1,979;   U4 ≈ 1,724 
 

Lösungen II.2 
 
48/2 
a) Nullstellen von f: x1 = 2; x2 = 3; ExP = TiP = S(0,5 | 6,25) 

 
F(0) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡




 = 0  Nullstelle x1 = 0 

mit Gf folgt: weitere Nullstellen x2 < 2; x3 > 3 
b) aus VZ von f folgt: GF ist sms in ]−∞; −2] und [3; ∞[, smf in [2; 3] 
 HoP bei 2; TiP bei 3 
aus Monotonie von Gf folgt: GF ist RK in ] −∞; 0,5], LK in [0,5; ∞[  WeP bei 0,5 
c) F(x) = భ

య
 x3  భ

మ
 x2  6x 

Nullstellen: x1 = 0; x2,3 = 
ଷ±√ଶଽ

ସ
  x2 ≈ 5,06; x3 ≈ 3,56 

HoP(2 | మమ

య
 ); TiP(3 | 13,5); WeP(0,5 | −3 భ

భమ
 ) 

 



 
 
48/3 
a) Nullstellen von f: x1 = 0; x2 = 3; x3 = 6 
TiP(3 + √3 ≈ 4,73 |  ≈ −5,20);   HoP(3 − √3 ≈ 1,27 |  ≈ 5,20) 
 

 
 

F(3) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
ଷ

ଷ
 = 0  Nullstelle x1,2 = 3  (weil auch einf. Nst. von f   doppelt) 

mit Gf folgt: weitere Nullstellen x3 < ; x4 > 6 
 
b) aus VZ von f folgt: GF ist sms in [0;  3] und [6; ∞[, smf in ]−∞; 0]  und [; 6] 
 HoP bei 3 ( Nullstelle 3 ist doppelt!); TiP bei 0 und bei 6 
aus Monotonie von Gf folgt: GF ist linksgekrümmt in ] −∞; 3 − √3] und [3 + √3; ∞[, rechtsgekrümmt in 
[3 − √3;  3 + √3]  WeP bei 3 − √3 und bei 3 + √3 
 
c) F(x) = భ

ఴ
 (x4  12x3 + 36x2  81) 

Nullstellen: x1,2 = 3; x3,4 = 3±3√2  x3 ≈ 7,23; x4 ≈ 1,23 
HoP(3 | 0); TiP1(0 | 10,125); TiP2(6 | 10,125); WeP1,2(3±√3 | 5,625) 
 



 
 
48/4 
a) Agesamt = F(7)  F(1) ≈ 7,6;   Alinks = F(4)  F(1) ≈ 2,6 ==> Arechts ≈ 5 ==> Verhältnis ≈ 1:2 
b) B = F(6)  F(3) ≈ 4,5 
 
54/11 
a) 𝐷 = ℝ\{0,5};   x1 = 0 
Gf ist sms in [0; 0,5[ und ]0,5; 1], smf in ] − ∞; 0] und [1; ∞[ 
TiP(0|0);   HoP(1| ≈ −1,25) 
 
b) praktisch nur lösbar, wenn man vorher Gf zumindest skizziert… 
GF ist sms in DF  eine Nst.: x1 = –1 
GF ist rechtsgekr. in ] − ∞; 0], linksgekr. in [0; 0,5[; WeP bei x1 = 0 
 
54/12 
a) lim

௫→ஶ
𝑓(𝑥) = 2;   Gf ist sms in Df ;   Rand-TiP(0|1) 

 
 

b) Gf ist sms  f ist umkehrbar 

𝑓ିଵ(𝑥) = ln ቀ
௫

ଶି௫
ቁ;   𝐷షభ = [1; 2[;   𝑊షభ = [0; ∞[ 

 
c) GF ist sms und linksgekr. in DF;   Rand-TiP(0|0) 
 
d) G‘(x) = … f(x);     F(x) = G(x) – G(0) = 2 ln(ex + 1) 
 
e) Der Inhalt der Fläche, die von Gf und seiner Asymptote eingeschlossen wird, beträgt 2 ln(2). 
 



54/13   ,,ohne Rechnung‘‘?!? 
a) wahr (einsetzen!) 
b) falsch (Die Fläche von ln(2) bis e ist viel größer als die von 0 bis ln(2); erstere trägt negativ bei zum 
Integral, zweitere positiv, also ist F(e) insgesamt positiv.) 
c) möglich, vgl. (b) 
d) falsch (Die Fläche liegt unter der x-Achse, die obere Integrationsgrenze ist aber kleiner als die untere  
insgesamt positiv.) 
e) wahr (F‘ = f < 0) 
f) falsch (bei x = ln(2) ist ein TiP, vgl. (e)) 
g) teilweise wahr (bei x = ln(2) ist ein TiP, vgl. (e); der y-Wert ist falsch, sollte negativ sein) 
h) unklar – Gf sieht eher so aus, als ob er die Exst. –0,3 hätte; –0,5 könnte aber auch stimmen 
i) wahr (vgl. (b)) 
 
55/14 
a) DF = ]−1;  ∞[ 

F(0) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡



 = 0  Nullstelle x1,2 = 0  (weil auch einf. Nst. von f   doppelt) 

einzige Nullstelle wg. Monotonie 
aus VZ von f folgt: GF ist sms in ]−1;  0], smf in [0; ∞[  HoP bei 0 
F(0) = 0 (Nullstelle, s.o.)  HoP(0|0) 
aus Monotonie von Gf folgt: GF ist rechtsgekr. in ] −1; 1], linksgekr. in [1; ∞[  WeP bei 1 
aus Zeichnung: F(1) = Flächeninhalt zwischen 0 und 1 ≈ −మ

య
  WeP(0 | ≈ −మ

య
) 

 
55/16 

a,b) x1 = 
గ

ସ
;   lim

௫→ஶ
𝑓(𝑥) =

గ

ଶ
;   Gf ist sms in Df;   Rand-TiPቀ0ቚ−

గ

ଶ
ቁ 

grün: f; orange: f–1, schwarz gestrichelt: Asymptote; schwarz durchgezogen: Tangente 

 
b) Gf ist sms in Df  f ist umkehrbar;   y = 2x – 

గ

ଷ
+ √3 

c) G‘(x) = … = f(x);   F(x) = G(x) – G(0) = G(x);   F(1) = –ln(2) 
d) GF ist smf in [0; 1], sms in [1; ∞[, linksgekr in DF;   Rand-HoP(0|0), TiP(1|−ln (2)) 
F hat einen TiP bei 1, weil f dort einen VZW von – nach + hat. Der y-Wert des TiP gibt den (orientierten) 
Inhalt der Fläche an, die Gf zwischen x = 0 und x = 1 mit der x-Achse einschließt (negativ, weil unter der x-
Achse). 
 
 



55/17 
a) x1,2 = ±1 
f‘(x) = 0  –x2 + 2x + 1 = 0  D = 8 > 0  zwei einfache Lösungen  f hat genau zwei Exst. 
Gf ist smf in ൧−∞; 1 − √2൧ und ൣ1 + √2; ∞ൣ, sms in ൣ1 − √2; 1 + √2൧ 
b) lim

௫→ିஶ
𝑓(𝑥) = ∞;   lim

௫→ஶ
𝑓(𝑥) = 0ା;   w. As.: y = 0 

 
c) Gu ist smf in Du  u ist umkehrbar;   y = −

ଵ

ଶ
𝑥 − 1 

d) Maxst.: x1 = –1; Minst.: x2 = 1; Wst.: x1,2 = 1 ± √2;   2 Nst. (Monotonie, …) 
e) h‘(x) = … = f(x);    F(x) = h(x) – h(1) = −(𝑥 + 1)ଶ𝑒ି௫ + 4𝑒ିଵ 
lim
௫→ஶ

𝐹(𝑥) = 4𝑒ିଵ, d. h. die unendlich breite Fläche, die Gf ab x = 1 mit der x-Achse einschließt, hat den 

endlichen Inhalt 4𝑒ିଵ. 
 
56/18 
a) x1,2 = ±1;   Gf ist symm. zur y-Achse;   w. As.: y = 2,5 
b) GF ist sms in ]−∞; −1] und [1; ∞[, smf in [–1; 1];   Maxst. x1 = –1, Minst. x2 = 1 
GF ist rechtsgekr. in ]−∞; 0], linksgekr. in [0; ∞[; West. x1 = 0 
c) 3 Nst.: x1 = 0; x2,3 ≈ ±1,8 
d) U6 ≈ 7,87 < A < O6 ≈ 10,57 
 

Lösungen II.3 
32/5     gelb 
 
48/4      c) G'(x) = ... = f(x) 
(a) Agesamt = G(7)  G(1) = 6 + 7 ln 7 ≈ 7,62;   Alinks = G(4)  G(1) = 3 + 4 ln 4 ≈ 2,54; 
Arechts = G(7)  G(4) = 3 + 7 ln 7 4 ln 4 ≈ 5,08     ==> Verhältnis: ≈ 0,501 ≈ 1:2 
(b) B = G(6)  G(3) = 3 + 6 ln 6 3 ln 3 ≈ 4,45 

 
53/9 
a) F(0)               g) F(4) – F(0) 
b) F(1)               h) F(4) – F(3) 
c) F(2)               i) F(5) – F(3) 
d) F(3)               j) F(5) – F(1) 
e) F(4)               k) F(10) – F(–3) 
f) F(3) – F(1) 



48/1 
a) F1(x) = –5x + 5 
b) F1(x) = x2 – 5x + 4 

c) F1(x) = 
ଶ

ଷ
𝑥ଷ −

ହ

ଶ
𝑥ଶ + 3𝑥 −




 

d) F1(x) = x6 – 0,5x4 + 0,5x2 – 1 

e) F1(x) = 
ଵ

ଷ
𝑥ଷ + sin(𝑥) −

ଵ

ଷ
− sin (1) 

 
71/1 
a) భ

భల
 (4x  3)4 + C   

b) భ

ల
 (x + 1)6 + C 

 
Blatt (123/3 aus Buch Klasse 12; 𝐶 ∈ ℝ) 
a) ∫(𝑥 + 5)𝑑𝑥 = భ

మ
𝑥ଶ + 5𝑥 + 𝐶 

b) ∫ 5𝑥 𝑑𝑥 = ఱ

మ
𝑥ଶ + 𝐶 

c) ∫ 𝑥ହ𝑑𝑥 = భ

ల
𝑥 + 𝐶 

d) ∫(2,7𝑥ଶ − 6 𝑥)𝑑𝑥 = 0,9𝑥ଷ − 3𝑥ଶ + 𝐶 
e) ∫൫−భ

ల
𝑥ଶ + 81൯𝑑𝑥 = − భ

భఴ
𝑥ଷ + 81𝑥 + 𝐶 

f) ∫(3,5𝑥 − 4,8𝑥ଷ)𝑑𝑥 = 1,75𝑥ଶ − 1,2𝑥ସ + 𝐶 
g) ∫൫య

మ
𝑒ଶ௫ − 11𝑒௫ + 3൯𝑑𝑥 = య

ర
𝑒ଶ௫ − 11𝑒௫ + 3𝑥 + 𝐶 

h) ∫൫భ

ఴ
𝑥ଷ − భ

మ
𝑥ଶ − 6𝑥൯𝑑𝑥 = భ

యమ
𝑥ସ − భ

ల
𝑥ଷ − 3𝑥ଶ + 𝐶 

i) (T) ∫(−0,7𝑒ଶ௫ − 13𝑒௫ + 3)𝑑𝑥 = −0,35𝑒ଶ௫ − 13𝑒௫ + 3𝑥 + 𝐶 
j) ∫(0,1𝑒ଶ௫)𝑑𝑥 = 0,05𝑒ଶ௫ + 𝐶 
k) ∫(4𝑒ସ௫ାସ)𝑑𝑥 = 𝑒ସ௫ାସ + 𝐶 
l) ∫(2𝑥 − 7 + 𝑒ଶ௫ି)𝑑𝑥 = 𝑥ଶ − 7𝑥 + భ

మ
𝑒ଶ௫ି + 𝐶 

 
Lösungen II.4 

 
53/3 
a) korrekt wäre: ,,den Inhalt der Fläche‘‘        A = 23,4 
b) Nullstellen und Vielfachheiten  f(x) = a x (x – 4)2;   P(6|6) einsetzen  a = 0,25 
c) Der Flächeninhalt ist 144 000 m2, der Grundstückspreis damit 1 296 000 €. 
 
54/10 
a) Die Teilfläche von –4 bis 0 liegt unter der x-Achse, liefert also ein negatives Ergebnis, und ist größer als 
die Teilfläche von 0 bis 3, die über der x-Achse liegt, also ein positives Ergebnis liefert. 
b) –5,335 
c) x1 = 2; x2 ≈ 4; x3 ≈ –2; x4 ≈ –5,5 
d) 6 
e) 3,525 
 

Lösungen II.5 
 
74 
a) 0,5 ln |4x  1| + C 
b) 2 ln |3x| + C 
h) 0,5 ln |2x2  6x + 4| + C             
i) మ

య
 ln |3x2 + 3x + 1| + C 

o) ln |(x  3)3 + 27| + C 
p) భ

ల
 ln |4x3 + 3x2 + 8| + C 

 
 
 



71/3 

e) 0,5 ln 
ଵାଽషర

ଵାଽర
 + 4 ≈ 0,977 

f)  ln |1  ex| + C  
g)  ln |ex + 1| + C 
h) ln |ex  ex| + C 
i) ex – 3 ln(ex + 3) + C 
 
71/1     j) 0,5 ln |x2 + 4x  1| + C  
 
48/1     f) F1(x) = arctan(x) – 

గ

ସ
 

 
55/15 
a) Gf ist symm. zur y-Achse;   x1,2 = ±1;   w. As.: y = –1 
Gf ist sms in ℝ

ି, smf in ℝ
ା;   HoP(0|1);   Wf = ]–1; 1] 

b,d,e) grün: f; orange: u–1 

 
c) Minst.: x1 = –1, Maxst.: x2 = 1;   WeP(0|0);   3 Nullstellen (Monotonie, Grenzverhalten, …) 
d) Gu ist sms in Du  u ist umkehrbar 
e) Die Fläche, die der Graph von u–1 im IV. Quadranten mit den Achsen einschließt, ist gleich groß wie die 
Fläche, die der Graph von f im II. Quadranten mit den Achsen einschließt (Symmetrie zu y = x!), und diese 
ist wiederum gleich groß wie die Fläche, die der Graph von f im I. Quadranten mit den Achsen einschließt. 
Damit ist die gesuchte Fläche insgesamt doppelt so groß wie die Fläche, die der Graph von f im I. 
Quadranten mit den Achsen einschließt, also: 

𝐴 = 2 ∙ න 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

ଵ



= ⋯ = 𝜋 − 2 

 

74     e) 0,5 arctan(2x) + C                   l) 
ଵ

ଽ√ହ
arctan(√5𝑥) + C                       

 
78/20 

a) F(x) = 
ଷ

ଶ
𝑥 −

ହ

ଶ
arctan (𝑥) 

b) HoPቀ−
√

ଷ
≈ −0,82ቚ ≈ 0,49ቁ;   TiP(≈ 0,82| ≈ −0,49);   WeP(0|0) 

 

77/15       b) 
ଵ

ଷ
arctan ቀ

௫ାଶ

ଷ
ቁ + 𝐶        c) ln(𝑥ଶ + 4𝑥 + 13) +

ଵ

ଷ
arctan ቀ

௫ାଶ

ଷ
ቁ + 𝐶 



 
Lösungen II.6 

 
63 
a) 3 ln |x  2| + 2 ln |x 3| + C 
b) ln |x  1| + ln |x 4| + C 

c) −
ଵ

ଶ
 ln |x  2| + 

ଵ

ଷ
 ln |x  6| + C 

d) −
ଷ

ସ
 ln |x  2| + 

ଶ

ଷ
 ln |x  5| + C 

e) 3 ln |x  1|  
ଵ

ସ
 ln |x  7| + C 

f) 2 ln |x  1|  
ଵ

ଶ
 ln |x | + 

ଵ

ଷ
  ln |x  5| + C 

g) 0,4 ln |x|  ln |x | + 2,5 ln |x  3| + C 
h) 3 ln |x + 1|  0,5 ln |x + 6|  2 ln |x  3| + C 
i) x2  x + ln |x  4|  2 ln |x  5| + C 
j) 1,5x2 + 2x  3 ln |x + 3| + 0,5 ln |x  3| + C 
k) 0,25x2  2 ln |x  1| + 4 ln |x + 4| + ln |x + 5| + C 

l) 0,125x2 + x + 0,5 ln |x + 1| + 2 ln |x  0,5|  2 ln |x ଵ
ଷ
| + C 

 

77/15    a) 
ଵ


ln ቚ

௫ିଷ

௫ାସ
ቚ + 𝐶                                          d) 

ଵ

ଶ
𝑥ଶ −

ଵ

ଶ
arctan(𝑥) +

ଵ

ସ
ln ቚ

௫ିଵ

௫ାଵ
ቚ + 𝐶 

 

77/16     A = 2 + ln ቀ
ଵହ


ቁ  ≈ 2,762 

 
107/1   d) 4 + 2 ln(4,2) ≈ 6,87 
 
63 

m) –2 ln|x| + 
ଶ

௫
 + 3 ln|x – 1| + C 

n) 0,5 ln|𝑥ଶ − 1| −
ଵ

௫ିଵ
 + C 

o) −
ଵ

ଶ
ln|𝑥| +

ଵ

ଽ௫
+

ଵ

௫మ
+

ଶ଼

ଶ
ln |𝑥 − 3| + C 

 
Lösungen II.7 

 
67/1 

a) x ∙  
ଵ


 (x  3)6 −

ଵ

ସଶ
 (x  3)7 + C 

b) 
ଶ

ଷ
 x3/2 ln x − 

ସ

ଽ
 x3/2 + C 

d) 0,25x2  0,25 x sin(2x)  0,125 cos(2x) + C 

i) −
୪୬ ௫

௫ାଵ
 + ln |x|  ln |x + 1| + C 

g) –0,5x + 0,5 (1 + x2) arctan(x) + C 
 
67/2     a) 0,25 (e2 + 1)      b) 9  9 e6              
 
76/9 

a) 6 e–2 – 2   g) 
ଶ

ଽ
𝑒ଷ/ଶ +

ସ

ଽ
 

b) 5 147 823,2361ത  h) 


ଶହ
𝑒ହ/ଷ +

ଽ

ଶହ
 

c) 
ଷଶ

ଽ
𝑒ିଷ −

ଶ

ଽ
𝑒ିଵ,ହ  i) −

ଶଶ

ଽ
𝑒ି +

ଵ

ଽ
 

d) 20 e–2 – 10 e–1  j) 2

e) –156 e–0,5 + 96  k) 
గమ

ସ
− 2𝜋 − 1 

f) –1,1875 e–2 + 0,1875 



76/10 

b) −
୪୬(௫)ାଵ

௫
 + C 

c) −
(୪୬(௫))మାଶ୪୬(௫)ାଶ

௫
 + C 

d) 
ଵ

ଷ
(ln(𝑥))ଷ + C 

 
67/1 
e) x (ln x)2  2x ln x + 2x + C 

h) x ln 
ଷ௫ାଶ

ଶ௫ିଵ
 + 0,5 ln |2x  1| + మ

య
 ln |3x + 2| + C 

 
67/2      d) −మ

య
 ln 2 + భర

య
 ln 14  4       f) a ln లర

మళ
 

 
78/19 
a) GF ist sms in DF, rechtsgekr. in ]0; 1], linksgekr. in [1;∞[;   West.: x1 = 1;   eine Nst. 
b) F(3) ≈ U4 ≈ 1,73 

c) F(x) = 𝑥 ln ቀ
௫మାଵ

௫
ቁ + 2 arctan(𝑥) − 𝑥 − ln(2) −

గ

ଶ
+ 1      F(3) ≈ 1,85 

 
67/1 

c) −
ଵ

ସ
 e2x ( sin(2x) + cos(2x) ) + C 

f) 0,5 ex (sin(x) + cos(x)) + C 
 
67/2     c) మ

య
      e) 2  

 
76/6 
1. Zeile: richtig, Wahl von u und v‘ am Schluss ist dann aber nicht sinnvoll 
2. Zeile: beide  – falsch, das zweite e–x sollte – e–x sein 
3. Zeile: rechte Seite ist –2 sin(x) e–x 
∫ sin(𝑥) 𝑒ି௫𝑑𝑥 = sin(𝑥) (−𝑒ି௫) − ∫ cos(𝑥) (−𝑒ି௫)𝑑𝑥  

  = − sin(𝑥) 𝑒ି௫ + ∫ cos(𝑥) 𝑒ି௫𝑑𝑥  
  = − sin(𝑥) 𝑒ି௫ + cos(𝑥) (−𝑒ି௫) − ∫(− sin(𝑥))(−𝑒ି௫)𝑑𝑥  
  = −(sin(𝑥) + cos (𝑥))𝑒ି௫ − ∫ sin(𝑥) 𝑒ି௫𝑑𝑥  

 2 ∫ sin(𝑥) 𝑒ି௫𝑑𝑥 = −(sin(𝑥) + cos (𝑥))𝑒ି௫ 

 ∫ sin(𝑥) 𝑒ି௫𝑑𝑥 = −
ଵ

ଶ
(sin(𝑥) + cos(𝑥))𝑒ି௫ + 𝐶 

 

76/9     l)  
ଵ

ଶ
 (1 − 𝑒ିଶగ) 

 
 

76/8 

 Formel für Mittelwert mittels Integral raussuchen 
 Formel für Pel raussuchen 
 U(t), I(t) einsetzen 
 sin2(x) = 0,5 (1 – cos(2x)) auf FS verwenden 
 Standardintegrale ausrechnen 
 Grenzen einsetzen, dabei T = 2 und sin(0) = sin(4) = 0 verwenden 
 Formeln für Ueff, Ieff einsetzen 

 
 
 
 



andere Methode: 

∫ (sin(𝜔𝑡))ଶ𝑑𝑡
்


= ቂ−

ଵ

ఠ
sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡)ቃ



்

+ ∫ (cos(𝜔𝑡))ଶ𝑑𝑡
்


     (partiell integriert) 

    = ቂ−
ଵ

ఠ
sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡)ቃ



்

+ ∫ (1 − (sin(𝜔𝑡))ଶ)𝑑𝑡
்


      (trig. Pythagoras) 

 2 ∫ (sin(𝜔𝑡))ଶ𝑑𝑡
்


= ቂ−

ଵ

ఠ
sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡) + 𝑡ቃ



்

 

(zweites Integral aufgeteilt, 1 aufgeleitet, sin2 nach links) 

 ∫ (sin(𝜔𝑡))ଶ𝑑𝑡
்


=

ଵ

ଶ
ቂ−

ଵ

ఠ
sin(𝜔𝑡) cos(𝜔𝑡) + 𝑡ቃ



்

 = 
ଵ

ଶ
𝑇 

 
Lösungen II.8 

 
71/1 
a) భ

భల
 (4x  3)4 + C          k) 0,5 sin(x2) + C   

b) భ

ల
 (x + 1)6 + C         l) 

ଵ

ଷ
 (sin x)3 + C  

c) భ

ఱ
 (x2  4)5 + C            

d) − భ

యల
 (2x3 + 7)6 + C  i) 

ଵ

௫మାଵ
 + C      n) 

ଷ

ଵ
 

e) భ

ఴబ
 (4x4  5)5 + C   j) 0,5 ln |x2 + 4x  1| + C     

 
71/2 

a) 
√௫మିସ

ସ௫
 + C                  b) −

√ସା௫మ

ସ௫
 + C                  c) −

√ସି௫మ

ସ௫
 + C 

 
71/3 
a) √3 ∙  ൫√5 − 1൯   d) arctan √𝑥ଶ − 1 + C   g)  ln |ex + 1| + C 

b) భ

య
 (x + 3) √2𝑥 − 3 + C  e) 0,5 ln 

ଵାଽషర

ଵାଽర
 + 4 ≈ 0,977   h) ln |ex  ex| + C 

c) −మ

య
 (x + 2) √1 − 𝑥 + C  f)  ln |1  ex| + C    i) ex – 3 ln(ex + 3) + C 

 
76/11 

a) −2𝑒ିଷ + 2𝑒  g) 
ସ

ଷ
 

b) 
ଵ

ଶ
𝑒ସ −

ଵ

ଶ
𝑒ଷ    h) 

ଶ

ଶ
൫35ଷ/ଶ − 27൯ 

c) −
ଵ

ଷ
𝑒ିଶ +

ଵ

ଷ
𝑒ିଵ   i) 2√2 − √3 

d) e4 – e2     j) –0,5 ln(2) + 0,5 + cos(1) ln(cos(1)) – cos(1) 
e) (e2 + 1) ln(e2 + 1) – e2  k) ln(3) 

f) −
ଵ


     l) ln

ଶାୱ୧୬ (ଶ)

ଵାୱ୧୬ (ଵ)
 

 

77/12     z = 4 – x2  x dx = −
ଵ

ଶ
 dz  

a) ∫ 𝑥√4 − 𝑥ଶ𝑑𝑥 = −
ଵ

ଶ
∫ √𝑧 𝑑𝑧 = −

ଵ

ଷ
𝑧

య

మ + 𝐶 = −
ଵ

ଷ
(4 − 𝑥ଶ)

య

మ + 𝐶 

 ∫ 𝑥√4 − 𝑥ଶ𝑑𝑥
ଶ

ଵ
= −

ଵ

ଷ
ቂ(4 − 𝑥ଶ)

య

మቃ
ଵ

ଶ

= 0 +
ଵ

ଷ
∙ 3

య

మ = √3 

b) ∫ 𝑥√4 − 𝑥ଶ𝑑𝑥
ଶ

ଵ
= −

ଵ

ଶ
∫ √𝑧



ଷ
𝑑𝑧 =

ଵ

ଶ
∫ √𝑧

ଷ


𝑑𝑧 = ቂ

ଵ

ଷ
𝑧

య

మቃ


ଷ

=
ଵ

ଷ
∙ 3

య

మ − 0 = √3 

 

71/1       m)  
ଵ

ସ
       o) cos x + 

ଵ

ଷ
 cos3x + C 

 
 
 
Spezialfall bei gebrochenrationalen Funktionen: 



71/1 
f) − భ

ೣశమ
+ మ

(ೣశమ)మି ర

య(ೣశమ)య + C    

g) 
ଶ

(ଶି௫)మ
− ర

మషೣ
− ln |2  x| + C 

h) 
଼

ଷ(ଶି௫)య
− ల

(మషೣ)మ + ల

మషೣ
 + ln |2  x| + C 

 
77/14 
a) 7 ln(3)   f) 1 + 4 ln(2) 
b) 6 ln(4)   g) 28 + 3 ln(5) 

c) 0,5 ln(2)   h) −
଼

ଷ
+ 6 ln (3) 

d) 
଼

ଷ
+

ଵ

ଷ
ln (3)   i) 17,5 – 6 ln(6) 

e) 2 + 6 ln(3)   j) 6 + 
ଵ

ଷ
 ln(4) 

 
gemischt: 
74 

a) 0,5 ln |4x  1| + C                 g) −
ଵ

ଶ௫ାଵଶ
 + C   m) 

ଵ

ଵଶ
 ln ቚ

௫ିସ,ହ

௫ିଵ,ହ
ቚ + C                      

b) 2 ln |3x| + C                   h) 0,5 ln |2x2  6x + 4| + C           n) భ

భమ
arctan

ଷ௫ାଵ

ସ
 + C                   

c) 3 ln |x  2|  
ଵ

௫ିଶ
 + C  i) మ

య
 ln |3x2 + 3x + 1| + C                o) ln |(x  3)3 + 27| + C 

d) భ

వ
 ቀln|3𝑥 − 5| +

ଵ

ଷ௫ିହ
ቁ + C  j) −భ

ర
 ቀln|2𝑥 − 1| +

ଵଵ

ଶ௫ିଵ
ቁ + C p) భ

ల
 ln |4x3 + 3x2 + 8| + C 

e) 0,5 arctan(2x) + C                   k) −
ଵ

௫ିଵ
− భ

(ೣషభ)మ + C   q) భ

ర
 ቀ−

ହ

ଶ௫ାହ
+

ଶଵ

ଶ(ଶ௫ାହ)మ
ቁ + C 

f) 0,25 ln ቚ
௫ାସ

௫ା଼
ቚ + C                         l) 

ଵ

ଽ√ହ
arctan(√5𝑥) + C                       

 
75/1 
a) 1,5 ln |1  2x| + C              e) − భ

యమ
 ln |(8x 2)2 + 1| + C            i) భ

మ
 ln |4x4 + 3x2 5| + C 

b) 2 ln |x + 3|  
ଵଶ

௫ାଷ
 + C f)  భ

వ
 ቀln|3𝑥 − 2| −

଼

ଷ௫ିଶ
ቁ + C  j) భ

ఴ
 ቀ2 ln|2𝑥 + 5| −

ଷ

ଶ௫ାହ
−

ହଶ

(ଶ௫ାହ)మ
ቁ + C 

c) 
ଵ

ହ
arctan ర

ఱ
 ௫ + C                         g) 

ଵ

ଵ
arctan(𝑥 − 1,5) + C  k) 

ଵ


arctan ೌೣశ್


 + C 

d) భ

ఱ
arctan

௫ିସ

ହ
 + C                          h) 

ଵ

ଷ௫ିଵଶ
 + C                                 l) arctan(2x + 10) + C 

 
75/2 
a) 0,25 ln ((2x  2)2 + 1) + 1,5 arctan(2x  2) + C 
b)  భ

భమ
  ln ((6x + 12)2 + 1) + ళ

య
 arctan(6x + 12) + C 

c) 2 ln |x  7|+
ଶହ

ଶ௫ିଵସ
 + C 

d) భ

ల
 ln ((6x  3)2 + 4) + ఱ

ల
 arctan(3x 1,5) + C 

e) −ల

ళ
 ln |x  2| + ఱ

ళೣషభర
 + C 

f)  భ

ఴ
 ln ((2x  ర

య
 )2 + 1) + భ

ల
 arctan(2x ସ

ଷ
 ) + C 

 
gemischte Übungen zu allen Verfahren: 
75/4 

a) 4 ln(3)    j) 3,5 + 0,5 ln(1,5)   s) ln|𝑥 − 3| +
ଷ

௫ିଷ
+ 𝐶 

b) ln(2)    k) 2,5 ln(1,4)            t) 
ଵ

ଶ
ln(𝑥ଶ + 4𝑥 + 5) − arctan (𝑥 + 2) + 𝐶 

c) = 67/2a    l) 
గ

ଶ
− 1   u) x ln(x) + (x + 2) ln(x + 2) – 2x + C 

d) 
ସ

ଷ
     m) 

ଵ

ଶ
𝑒గ/ଶ +

ଵ

ଶ
    v) 4 ln|x – 1| – 

ଵ

ଷ
 ln|x + 7| + C 

e) 
గమ

ଷଶ
     n) ln ቀ

ଷ√ଷ

ଶ
ቁ −

ଵ

ଶ
      w) ln|x + 1| - 2 ln|x – 2| + 3 ln|x – 3| + C 

f) 
ଵସ

ଷ
− 𝜋    o) 3,6√3 + 1,5 +

√ଷ


𝜋         x) x2 + x + 

ସ

ଷ
 ln|x – 3| + 

ଷ

ସ
 ln|x – 4| + C 



g) 
ଵ

ଶ√ଶ
arctan ቀ

௫ିଶ

√ଶ
ቁ + 𝐶  p) − √

ଷ
arctan ቀ

√

ଶ
𝑥ቁ + 𝐶            y) 

ଵ

ସ
x2 – x – 3 ln|x| – 

ଵ

ଶ
 ln|x2 – 1| + C  

h) 2𝑒√௫ − ln|cos(𝑥) + 𝑥ଶ| + 𝐶 q) –ln|1 + e–x| + C    z) ln ቀ
௫మ

௫ିଵ
ቁ – 

ଵ

௫
 – 

ଷ

௫ିଵ
 + C  

i) x arctan(x) – 0,5 ln(1 + x2) + C r) sin(ln|x|) + C 
 
76/5   a) gelb     b) grün     c) gelb     d) rot, evtl. gelb     e) grün     f) gelb 
 
76/7   Keine allgemeine Lösung angebbar; machen Sie mal. 
 
77/13 

a) gemeint ist wohl –e–x + 1, ansonsten wäre das unlösbar!  damit: 
ଶ

ଷ
൫(2 + 𝑒ିଶ)ଷ/ଶ − (1 + 𝑒ିଵ)ଷ/ଶ൯ 

b) (𝑒 + 𝑒ି)(ln(𝑒 + 𝑒ି) − 1) − (1 + 𝑒ିଵ)(ln(1 + 𝑒ିଵ) − 1) 
c) e – √𝑒 

d) 
ଶ

ଽ
𝑒ଷ +

ଵ

ଽ
    k) 2 (e – e1/4) 

e)  –ln(cos(1))   l) 
ଶଵ

ଶହ
𝑒ଵ/ଷ +

ଽ

ଶହ
 

f) 
ଵ

ଶ
𝑒గ/ଶ −

ଵ

ଶ
   m) 

గ

ଶ
 

g) e – 1    n) tan(1) – 1 
h) 0    o) = (e)! 

i) ln
ଵାୡ୭ୱ (ଶ)

ଶ
   p) 

ଵ

ଶ
ln(2) 

j) 
ଵ

ଶ
ln(3)    q) √2 − 1 

 
Lösungen II.9 

 
52/1     a) 1     b) –1     c) 8√2      d) 12√6

య       e) 20√2
ఱ       f) 0,5     g) 2     h) 1      

 
52/2 
a) 𝐷 = ℝ\{−2; 0};   x1 = 2;   w. As.: y = 0;   s. As.: x = 0, x = –2 

TiP൫2 − 2√2 ≈ −0,83ห1,5 + √2 ≈ 2,91൯;   HoP൫2 + 2√2 ≈ 4,83ห1,5 − √2 ≈ 0,09൯ 
b) existiert nicht 
 
52/3 

a) ∫
ଵ

௫ೖ
 𝑑𝑥

ஶ


=  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ lim

→ஶ


భ
షೖశభ

 
భ

ೣೖషభ
൨
ೌ

್
      für 𝑘 < 1

lim
→ஶ

[ln|𝑥|]
     für 𝑘 = 1 

lim
→ஶ

ቂ
ଵ

ିାଵ
 

ଵ

௫ೖషభ
ቃ





      für 𝑘 > 1

= ቐ

∞     für 𝑘 < 1
∞    für 𝑘 = 1 

ೌభషೖ

ೖషభ
      für வଵ

 

b) ∫
ଵ

௫ೖ
 𝑑𝑥




=  

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧ ୪୧୫

ೌ→బశ
ቂ

భ

షೖశభ
 

భ

ೣೖషభቃ
ೌ

್
      für 𝑘 < 1

lim
→శ

[ln|𝑥|]
     für 𝑘 = 1 

lim
→శ

ቂ
ଵ

ିାଵ
 

ଵ

௫ೖషభ
ቃ





      für 𝑘 > 1

= ቐ

್భషೖ

భషೖ
      für 𝑘 < 1

∞    für 𝑘 = 1 
∞     für 𝑘 > 1

 

 
 
52/4 
a) siehe 3(b) ! 

b) ex > 1 für x ∈ ]0; 1], da e0 = 1 ist und ex streng monoton zunimmt  
ೣ

௫
>  

ଵ

௫
 

 ∫
ೣ

௫
 𝑑𝑥

ଵ


> ∫

ଵ

௫
 𝑑𝑥

ଵ


  divergiert (vgl. (a) bzw. 3(b) !) 

 

c) f(x) := ln(x)  x + 1  f(1) = 0 und f '(x) = 
ଵ

௫
− 1 =  

ଵି௫

௫
 < 0 für x > 1 



 f ist streng monoton abnehmend für x > 1  f(x) < 0 für x > 1 
 ln(x)  x + 1 < 0  ln(x) + 1 < x  Behauptung 

 ∫
ଵ

ଵା୪୬ ௫
 𝑑𝑥

ஶ

ଵ
> ∫

ଵ

௫
 𝑑𝑥

ஶ

ଵ
  divergiert (vgl. 3(a) !) 

d) 
ଵ

௫మିଷ௫ାଶ
=

ଵ

௫ିଶ
−

ଵ

௫ିଵ
  Polstellen 1. Ordnung x1 = 1 und x2 = 2  Integral divergiert jeweils bei 1 und 

bei 2 (vgl. (a) und 3(b) ); wer's nicht sieht, betrachtet die beiden Summanden einzeln und substituiert noch z 
= x2 bzw. z = x1 (oder berechnet gleich F) 

für |x| → ∞ konvergiert das Integral dagegen, da F(x) = ln ቚ
௫ିଶ

௫ିଵ
ቚ → 0 ! 

(Anmerkung: Der Graph ist symmetrisch zu x = 1,5, es genügt also eigentlich sogar, wenn man nur eine 
Hälfte, also nur eine der beiden Polstellen, betrachtet.) 
 
56/19 
a) 1  g) 2 
b) 0,25  h) – 
c) 1  i) 12 
d) /4  j) 2,5 
e)   k) – 
f) –0,375 l) 2 
 
56/20   a) 2     b) –     c) 10     d) – 
 
75/3 
a) 1 
b) divergiert: 
(1) für x → ∞ ist der Nenner ≈ x2, und das Integral über x/x2 = 1/x ergibt ln x, was für x → ∞ divergiert 

(2) oder umständlich: zunächst z = x2 substituieren …..  (mit FS) = ൣlnห𝑧 + √𝑧ଶ + 1ห൧


ஶ
= ∞ 

c) zweimalige partielle Integration  ... = 0,5 
d) partielle Integration  ... = 
e) u = √𝑥 − 1 substituieren  ... = 
f) divergiert (Stammfunktion: –2 ln|cos(x)|) 
g) √2  1 
h) unter der Wurzel quadratisch ergänzen, u = 2x1 substituieren  ... irgendwas mit arcsin; nicht im 
Lehrplan! prinzipiell aber machbar…  

∫
ଵ

ඥ௫(ଵି௫)
𝑑𝑥

ଵ


= ∫

ଵ

√௫ି௫మ
𝑑𝑥

ଵ


= ⋯ =  ∫

ଵ

ටభ

ర
ିቀ௫ି

భ

మ
ቁ

మ
𝑑𝑥

ଵ


= ∫

ଶ

ඥଵି(ଶ௫ିଵ)మ
𝑑𝑥

ଵ


  

Substitution: 2x – 1 = sin(z); dabei Grenzen auch umrechnen!   dx = 
ୡ୭ୱ (௭)

ଶ
 𝑑𝑧 

 ∫
ଶ

ඥଵି(ଶ௫ିଵ)మ
𝑑𝑥

ଵ


= ∫ 𝑑𝑧

ഏ

మ

ି
ഏ

మ

= 𝜋 

i) divergiert: 
(1) für |x| → ∞ ist der Nenner ≈ 4x2, und das Integral über x/4x2 = 1/4x ergibt 0,25 ln |x|, was für |x| → ∞ 
divergiert 
(2) oder: ... = ൣ0,125 lnห𝑥ଶ + వ

ర
ห൧

ିஶ

ஶ
= ∞ − ∞   nicht definiert! 

 
  



77/17 
a) Gf ist symm. zur y-Achse;   HoP(0|2) 

 
b) WeP(0|0) 
c) F(x) = 4 arctan(ex) –   A = 
 
78/18     1 
 
78/21 
a) GF ist smf in ]−∞; −2], sms in [–2;0[, linksgekr. in ]−∞; 0[;   TiP(–2|0) 

b) F(x) = 𝑥 ln ቀ
௫మାସ

ଶ௫మ
ቁ + 4 arctan ቀ

௫

ଶ
ቁ + 𝜋 

c) t: y = 0,5x + 1  A = ∫ (𝑓(𝑥) − 𝑡(𝑥))𝑑𝑥


ିଶ
= ⋯ = 𝜋 − 1 

 
Lösungen II.10 

 
87/1 
a) 16    d) 48,4
b) 1,44   e) 7,5
c) 13,44   f) 

ଷଶ

ଷ


 
87/2 
a) 0,75
b) 

ହଵଵ

ଶସ


c) ln(9)⸱
d) 2 (e4 – e–4) 
e)  (e4 – 1) 
 
87/3 
a) x-Achse = Symmetrieachse des Fasses, y-Achse an der Stelle der größten Ausbuchtung, x und y in dm 
 f(x) = –0,025x2 + 3,2 
b) V = 75,946ത𝜋 ≈ 239 (Liter) 
c) V = 62,72 ≈ 197 (Liter) 
    Sinnvoller wäre ein Vergleich mit einem Zylinder, dessen Radius der Mittelwert des größten und des 
    kleinsten Fassradius‘ ist! Dafür: V = 72 ≈ 226 (Liter) 
 
87/4     2/2                                                                    87/6     12 
 
88/12 
a) f(x) = r2 + 

భିమ


 x;      D = [0; h];      V = ... = భ

య
  h (r1

2 + r1r2 + r2
2) 

b) f(x) = b ට1 −
௫మ

మ
;     D = [a; a];      V = ... = ర

య
  a b2 

 
88/13     ≈ 117,5 
 
 



Drehkörper mit Loch: 
88/8    Zumutung! 
a) 665,6 ≈ 2091
b) ??? 
 

88/9     𝜋 ∙ ቀln ቀ
ଷ


ቁ +

ସ

ଶ
ቁ ≈ 52,7 

 
88/10 
mit angegebener Gleichung: P൫√𝑅ଶ − 𝑟ଶห𝑟൯ 

V = 𝜋 ∫ ቀ√𝑅ଶ − 𝑥ଶ
ଶ

− 𝑟ଶቁ 𝑑𝑥
√ோమିమ

ି√ோమିమ = 2𝜋 ∫ (𝑅ଶ − 𝑟ଶ − 𝑥ଶ)𝑑𝑥
√ோమିమ


      (Symmetrie!) 

    = 2𝜋 ቂ(𝑅ଶ − 𝑟ଶ)𝑥 −
ଵ

ଷ
𝑥ଷቃ



√ோమିమ

= 2𝜋 ቂ𝑥 ቀ𝑅ଶ − 𝑟ଶ −
ଵ

ଷ
𝑥ଶቁቃ



√ோమିమ

 

    = 2𝜋 ቂ√𝑅ଶ − 𝑟ଶ ൬𝑅ଶ − 𝑟ଶ −
ଵ

ଷ
(𝑅ଶ − 𝑟ଶ)൰ − 0ቃ = 2𝜋√𝑅ଶ − 𝑟ଶ  ∙

ଶ

ଷ
 (𝑅ଶ − 𝑟ଶ) =  

ସ

ଷ
𝜋 (𝑅ଶ − 𝑟ଶ)ଵ,ହ  

 
Drehkörper um die y-Achse: 
87/5     c = 6 
 
87/7    ≈ 1 121 000 m3         Zumutung! 
 
88/11 
a) 36    d) 9
b) 9    e) 18
c) 60
 

zu 88/12b:  Rotation um y-Achse  f1(x) = a ට1 −
௫మ

మ
;     D = [b; b];      V = ... = ర

య
  a2 b 

 
 


